1.

2.

4,

6.

8.

9.

VYraagstukken Differentiaalmectkunde; Sinterklaas 1949

it i o . e v e s St s s e L mogon . W s At e S M Yt s OO S S s s st e v e e S g e . S S S, e e

In ecn gecenirecrde C:n kan iederc willekecurige f,m vastgelegd worden
door m(n-mjgetallen.

Door de vergelijking

/.n) D o py
R, @t . R

KA.
worden bij gegeven M de grootheden P en (ﬁ vastgelegd op cen scalaire
factor na,

Indien voor cen affinor U, de vergelijking o U7, + ﬁ Vey = 0 3
& enﬁ getallen gcldt ten opzichte van (X)) , dan geldt dezclfde
vergelijking ten opzichte van iazder ander cedrdinatenstelsel cn er
zijn slechts twce mogelijkheden ot =f3 onal :-/3 .

<A

b
Zijn P & en F}.gxffinoran dan geldt

Ax !
l"at(?i,,) = sealaire & -dichtheid gewicht + 2.
Tet { cfgmi ceslaire A —dichtheid gewicht - 2.
l}et(}??,,‘) = scalar. |

K v

1

| i ~X
Is gp‘keen affinor- B —dichtheid van het gewicht % dan is [let (%/_))

een sealaire A -dichtheid van het gewicht nK . Is L een affinor

van het gewic:h't/f(rJ dan is Ilet (‘%l?kzeen scalaire A -dichtheid van het

, "%é'Wicht nf s,
5.

Een (n-t}) =vector is altijd enkelvoudig.

. K,-ak
Is ¥ ' Teen m -vector, dan goldi

K ako AL LA R k %
LI N pasa not ™ A, A vaapens Ka] BiadiK
v 6’“ ~—(Z‘ﬁ} ‘U"£~ ™ & " *

{x} (&)
(Schrijf het 1...m4...m —kental uit).
Bewijs dat

A w!
Ak; = ,Q_«?_%gré ;A= ﬁet(Ah)

a A,\ i
voor iedere waarde van k en A . Geef cen dergelijk verband aan

tussen ?M ,}M en? =B€t(?.“)‘

Bewijs voor h =4 dat iedere bivector ecn som is van twec enkelvoudige

bivectoren. Wat is de rang van ecn enkelvoudige bivector voor n

~ algemeen.
Bewijs dat
'}E"t’ K can By Ck: [Kmel"'kh]
g e e = min_m)! .
; ti""ml‘w\-&»v“‘“n ) ’\mﬂ"'lﬂj
e
-y s g

g

zo mogelijk algemeen maar althans voor bijve n = 4, m= 2,



10.

KX

= L . . Kp
.- 4yis een affinor. Bewijs dat P. .

r(

-

a

meert als ecn affinor van de valentie 2.

11, Béwijs dat

12.

P

{\)‘3\)‘} - 723,“‘603 ?,

y zich inderdaad transfor-

. A
(gebruik de betrekking tussen ? , (f’?/(‘k en (? Y.

W

4
&w,

is eenn -vector. Bowijs dat

ek,

= G - r!: L
,\}. .,{“ F“*h AP |



Syllabus DIFFERUNIIAALMu.TKUNUE 1949-1950.

1. Erommen in R3 1) R, 1is de gewone driedimensionale ruimte'xf..
h =1,2,3 213n de coordinaten v.e. punt t.o.v. caru381sch (dei.
orthogonaal rechtlijnig) coordinatenstelsel. Met x" is ook be-
doeld de vector, die zich van ae oorsprong tot het punt met de
coordinaten x" ultstrekt.(;éj X A”ﬁheet de lengt: van deze vector.
Gaat men verder tot een ander cartesisch stelsgel x*'; at=1',2',3"

met dezelfde oorsprong dan ondergaan de xh een lineaire trans—
formatie
Y hr ," 1 1
1 1) ¥ = {‘:“_: ‘K,h ,i)—‘ LA . ﬁf:‘ VL 3
met counstante coefxl*Lentan A“ . Omdat de Lergte uiet verandert
ht
1s,§ﬂxb -Q?X X, hetgeen dan en dan alleoen megeilijk is indien
F“ A' h' ’\

59 in het Kronecker svmb00¢ dat 1 voorstelt veor i=j en O voor
if£j en dat we later ook in de vormen 05 en <§Jﬁsugenuomen. (1.2)
is karakteristiek voor een orthogonale coordinaientransformatie
{h) - (h'). We noemen nu bij deze orthogonale groey ileder 3stelsel
van 3 getallen een vector, 1nd1enfgetallen zich volgens £1.1)
transformeren, bijv.

1'3) Qh ‘) ‘ /.._——-—-—_..——-—«-»
.

De VK heten kentallen v.d. vector t.c.v. (h). De invariant{1/4i v Vé

is de lengte van vh x% als vector opgevat heet de radiusvector.

HLen vergelijking van de vorm
1.4) Xh:/hl’ff)

waarin de ¥ gegeven worden als functiesSQan gen parameter t stelt
een kromme in B.3 voor. 4ijn x% en xﬁ + dxg twee punten van de
kromme, dan heet dx® het lijnelement van de kromme.
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1) In de eerste § wordt met opzet serst de meest naieve notatie
gebruikt zonder aanwending der vele bestaande afkortingsmogelijk-
heden. '

2) Over twee gelijke indices, de een boven en de ander onder die
in dezelfde term voorkomen wordt automatisch gesommeerd zonder
dat het teken Z wordt gebruikt. ’

3) We veronderstellen voortaan stilzwijgend dat alle voorkomende
functies in een zekere omgeving continu en een voldoend aantal
malen differentieerbaar zijn en werken alleesn in die omgéving.
Soms moet analyticiteit gebruikt worden.
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Voor de lengte van dxh schrijven we ds:

1.5) ds =§/’§:dxhdxh—{

Bij een reele kromme kan het niet voorkomen dat ergens ds = 0 is,
Is P een willekeurig punt van een reéle kromme en ( een ander derge-
1ijk punt dan is G

def
156) £$= /ds
P

de lengte van de boog PQs. Blijkbaar is een functie van t en t een
functie van g. Ook 5 kan als parameter gebruikt worden en heet een
natuurlijke parameter van de kromme:

1.7) X2 = 99§ (s)

We onderstellen dat de funotiese?‘in het beschouwde gebied continu en
_ een voldoend aantal malen differentieerbaar zijn.
} De differentiatie levert cen vector

hggh
1&8) J :'a"g" ,)

g
Aangezien ds de lengte van dxh is, is jh een eenheidsvector (vector
van de lengte 1) genaamd de tangentialé eenheidsvector van de kromme.
Door de kromme alleen is 3“ slechts op het teken na bepaald. Het
teken wordt pas vastgeleg& door de zin van aangroeling vani,

Twee vectoren uh en vh zijn loodrecht op clkaar indien

1.9) ;E:uhvh =

Een reele vector kan dus nooit loodreeht op zichzelf zijn. Is uh een
eenheidsvector, dan is.

» 1,10) 0 =ay uhb =25 wPadd

zodat een eenheidsvector en zijn differentiaal steeds loodrecht op
elkaar staan. Past men dit toe op 3h dan volgt djh.L jh. Men kan der-~

halve steeds een eenheidsvector ;h éadanig kiezenmdat
dj‘ h [N
1.11) el %{ ;2] 3 15%0

De zin ") van ?h is door de onderstelling §;>-0 volledig vastgelegd.

Ao wme - o
-

'Y Er wordt in het vervolg onderscheid gemaakt tussen cursieve getal-
indices - g 3en verticale getalindices A L LD .

- ") BEr wordt anderscheid gemaakt tussen richting en zin. Een lijn
heeft cen richting, een 1ijn met een pijl er in ook een zin. Ren
. vlak heeft een] ~-richting, een vlak met een draaipijl of met een
Pijl er doorheen heeft 00k een zin,.
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Een uitzondering bestaat voor EA" = 0. Dan is er geen bepaalde j .
Ben punt waar dit gebeurt heet een inflexipunt, en men zegt 00k dat de
raaklijn daar stationnair wordt. Zijn alle punten, 1nflex1epu§ten dan -
ig de kromme blijkbaar een rechte lijn wat de richting van a gérann
dert helemaal niet. In een geisoleerd inflexiepunt kiest men 3 zo
mogelijk zo, dat jh als functie van S, continu en dlfferentleerbaar
blijft. Geldt dit nlet, dan wordt het punt uitgesloten. § heet de
ecrate kromming van de kromme en het vlak van jh en zh heet ogculatie-
vlak. "

Een cirkel met straal R en middelpunt in O kan gegeven worden door

de parametervergelijkingen . L
A 8
1;12} X = R cos R }"‘
.. 8 AT~ .
x = R sin i { \\Q;
x =0 R ji‘ At
! ﬂ;%” L8
Voor dit geval is , i ¥ A
1.13) j = - gin £ = cos £
@ " m R ; ;f\ — R
en
1.14) sV = - cos L = - gin &
] B4 :

en k = E + Men noemt daarom wel L de kromtestraal van de kromme en de
clrkel met straal E in het osculatievlak die de kromme raakt en =zan de
"holle" zijde ligt'de osgculatiecirkel. De "holle" zijde is de zijde
waarheen de vector jh wijst. Is djh = 0, dan wordt k = 0, de

1 Hﬁ' : |
kromtestraal oneindig, de osculatiecirkel een rechte lijn en er is geen

"holle® zijde, De normaal in de richting van jh wordt wel eerste nor-
+

maal of Loqfﬁnnrmaal genoemd .. d‘h .
Differenticert men door, dan is hst zeker aat n jh. Deze
vector moet dus liggen in het vlak van.3h en van een derdex"enheids~

vector ah 1oodiecht op raaklijn en eerstﬁ normaale De.normasl in de
rlchting van h| heet medenormeal of binormaal.

p

De zin van deze vector ligt niet vast, maar kwn worden vﬂstgelega .dooxr
‘dQ {willoketrige) ‘conditie dat ;P, B en %? een rechts stelsel vormen
(of een links stelsel). Dan 1i

g; de coefficient k in de vergellgklng

2}
1.15) | - - igP s P
35 WIS

‘vast. De coefficient van de eerste term rechts volgt automatisch ﬁit
3(1 «11) en het feit dat ah,L 3h k heet tweede kromming of torsie, en
TE torsiestraat. De tor31e kan dus ook negatief zijn. Dit hangt er
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van af, of de kromme in de omgeving van het beschouwie punt een rechtse
of een linkse schroef 1s. Men kan echter ook k altijd positief nemen
en daarmede de zmn van l vastleggen. De kromme is dan rechts (links)
geworden indien 3 ’ 3h en j een rechts (links) stelsel vormens
Het kan zijn dat k ergens nul is. Dan zegt men dat in dat punt het
osculatievlak statlonnalr is. Is dit overal het geval, dan is de
kromme een vlakke kromme gelegen in cen vlak A/aan jk en jk.
Differenticert men nog eens, dan volgt A b

h
1.16) g_i_ _ th
Y

omdat j J_ 3 en i.J e« (1.11), (1415) en (1.16) zijn de formules
van Serret Frenot.
Zij nu xB het punt van de kromme waar s = Q. 2ijn dan de (P (s) ana-

lytisch in s = 0, dan is

h dx 2,3° x P 3 a3
1017) X = S( ) +‘LS ( ) +-—S( ) F+ seees
as® S=0 b ds” s.p

Is in x2
o
1.18) Ao gh o gb o3 4B gD
A A 2 1 3 3
waarin p 1 voor j =h
1.49) ib
[ O voor j=nmh

.h .h .h . ..
dan zijn 1 ’ 1 en % de drie ecnhcidsvectoren langs de assen van het

stelsel (h) in xh = 0, Door transformatie van het coordinatenstelsel
kan men dat altijd bereiken. Dan is verder

ds 520 X
2_h )
1.20) (EEy =k 4P

ds™ §:0 AN %

3 h o o o
ad-x Z.h .h .h
(-*3—0 =-k i? + (a——) i+ k ki
ds”® $=zo¢ 4 A L ALY

¢n men kan zo voortgaande alle afgeleiden berckenen. Worden deze ge-
substitueerd in (1.17) dan ontstaat cen reuksontw1kkellng, die onder
gunstige omstandigheden convergeert:

c dk
k32 ‘ "{" ) 33 ih "'kksslho s asve
A2 6 s G2 %

1.21) Xh = Sih + (
A

i
A

Q-:l)

o~ -

4
l .



% . dk
of x'=8+0 - ikzs3 - -@%( %L 34 + eeas
A
2 TR vfdgk 23 . | gt
1»22) x- =0 + /11§S +/6(E§)n S + [lqz(:i—-s-z-} - k - }‘f,lf .3 8" 4+ see

y 2.2 3 ! ¢ 11:5}4
x3 =0+ 0 + [é :!‘Klf.s +/1x;&2(I‘) %‘i‘%(ﬁ) S 4+ o0
Hiecruit volgt dus, dat ccen kromme door k en k te geven als functiecs
van s, onder zekere voorwaarden betreffende convergentie ') volledig
vastgelegd is op verdraaiingen en verschuivingen in RS nee ‘Vandaar dat
men de vergelijkingen

1.23) '36-:- Y (s)
=y

[
bwel de natuurlijke vergelijkingen van de kromme nocmte

Het is interessant telkens twee van de vergelijkingen (1.22) samen
te vetten als de vergelijkingen der projectie op het 23~ of 31- of
12-vlak. Dan komt er voor het osculatievlak = 12-vlak in cerste bena-
dering,

2
1.24)  x° = ,'/;\1% () °

dat is dus een parabool. Voor het 31-vliak komt er in
\\\ // q Serste benadering

1.25) %2 = s l;il;é:\';x"ﬁ,

') 3 dat is dus cen kromme met cen buigpunt. Vandaar dat dif
' L// vlak, loodrecht op de normnal ook rectificerend vlak

hect,
—— ;,  Voor het normaalvlak = 23-vlak komt e¢r in cerste be-
nadering

T2 G2y Pl (23

L// en dit is een kromme met een gpits (geen snavelspits,
N

maar hellebaardspits). Dit alles geldt natuurlijk voor
; een algemeen punt van ue kromme waar noch k noch k

nul wordt. Voor deze gevallen kan men andere proaectlbs

verkrijgen door ecn term verder te gann met dec recks—w

ontwikkelingen. Bijv. verkrijgt men voor k = 0 in het

12-vlak een kromme met een buigpunt.

DN o N S S RS A i i A4 S A S Y WD ], e S i

') Een ander bewijs, dat minder onderstelt, volgt later.
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Heceft men twee krommen
1 1.27) £ = £8(s) ; 0 = £2(0)

en

i

-g

1.28) xP =y"(s) 0 =¢"(0)

dan kan men beide stelsels van functies in de nabijheid van s = 0 in
een reeks ontwikkelen

a) xh = suh + szuh + 331%11 +
1¢29) ‘b A :
b)) x" = sy + szgh + s3gh R

. s A h .
met constante (d.i. hier van s onafhankelijke) coefficienten ?h,...y gbae
Bij differentiatic vindt men don

1€ kromme voor s = O 2€ kromme voor s = 0
.h h h _.h
= ? Ji = 7
h h Lo, h
1.30)}\: i =2y ki =2y
2 .h, dk .h .h h 2 .h  d¥ n h h
- -t kk = - —~— kk = 6
% q MIKE % * 12% 6? % % HEE % ¥ ‘2% g
Daaruit volgt:
voor gh = Yh hebben beide krommen in xh = 0 dezelfde ranklijn. Is bo-
vendien gh = gh dan hebben ze ook dezelfde normaal, hetze¢lfde osculatie-
vlak en dezelfde ecrste kromming in xh = 0. Is bovendien %h = gh, dan

hebben ze ook dezelfde torsie in xh = 0. Men zei vroeger zeecr slordig
dat de krommen in zeze gevallen ftwee, drie of vier "naburige punten®
gemeen hadden. Tegenwoordig vermijdt men deze uitdrukking die inder-
daad niets betekent en spreckt men van ven aanraking van de nde orde
als in de recksontwikkeling (1.29) de coefficienten van de ccrste n
termen gelijk zijn. Aanraking van de nulde orde staat dus gelijk met
gewoon snijden. |

Passen we dit toe op de osculatiecirkel van de kromme (1.21). De
- cilrkel met straal R

1.31) £ = R sin £
2_ R s
X = - R cos il
X3:: @]

‘ligt in het osculatievlak en raakt de kromme in x° = O, Ontwikkelt men

s . .
c0S £ en sin % in ecn reeks dan ontstaat
X =8 -3%153 + k’ll)%ﬂ?s5 + aes
1‘32) Xz': ?l% 82 - 72&,}% 84 + oo

x3; 0
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en hieruit volgt bij vergelijking met (1.22) dat ecn aasnraking van de
twecde orde bestaat voor R = % , dat is julst het geval van de oscula-
tiecirkel. A
Stel dat men een kromme en ecn oppervlak heeft met de vergelijkingen

1.33) <2 = £%s) en F(xP) = 0

dan ligt de kromme gehecl op het oppervlak, indien voor alle waarden
van 8 in het beschouwde gebied

def
1.34) O (= B8 =0
De kromme en het oppcrvlak hebben het punt §h = fh(s) gemeen indien
h{9 =0
Is bovendien
1.35) (%ég’s—s =05 vere s (gf%?J =03 Q:EZ?Q =0,
K ds™  s=g ast 8=3

dan zegt men dat een ganraking van de¢ orde n bestact. Vroeger heette <
dat weer het gemeen hebben van n+1 "naburige punten.

We passen dit toe op de berekening van de osculererde bol van de
kromme.xh = fh(s) met jh = ih in het punt s = 0, Xh = 0, Dat is de bol
die in dat punt met de kromme cen aanraking van de derde orde hecft.-

71}

def

1.36) P(x,) = 2 (x - ph)(x". -9) - R

Ps > . - - - - - N
de vergelijking van deze bHol me* straal R en middelpuns pLe Dan hebben
. . h . .
we' de functie {8) = F(L(s8)) to heschouwen. Deze fuaciie cn de drie
afgeleiden moecten mul zijin voer & = 0. Dat geeft de vergelljkingen
2

1.37) 3. ot = R° !

h.n - fz‘j:. s ge. viak
1.38) 2 gyt =0 f\lj J
1'39) Z ph:h ;_:__é__ F! _i:/, A

% A ;

dk
1440 DI - ) - B I S
+40) P 7 (3o
H

dk
h . :
1441) pt=xt 4l gB o 4B voor deder punt
v ¥k R » .
. Y van de kromme waari
1.42) SRl 1 (e P! nu het middelpunt
% * % van de osculerende

bol voorstelt in hed
punt xh Veds kromme
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Bovendien volgt uit (1.38) en (1.39) dat de osculatiecirk;al op de 0’?-
culerende bol light. Voor het gemak schrijven we even 1\{ == en E = v
' A

(Y

en bepalen d_ 2

ds
ap

d .2 aa & 4 i .

1.43) 3o R =-2§~----ds (T’; + (s )

d :
Is dus noch a-g-— noch @€ gelijk nul, dan is R dan en dan alleen langs

de kromme constant indien ’
£ a_ ap o
143) TJ. + 15 ﬁ I ) =

Daar bovendien

44 h dP R 5"4 .h d:’l .h
1e o} h i h .h d !

t 3 f

*is in dit speciale geval
1'4—5) dp =

hetgeen bewijst dat ook het middelpunt van de osculerende bol constant
is, De kromme is dus in dit geval een spherische kromme, dat is cen
kromme die geheel op een bol ligt, die dan natuurlijk tegelijk voor
ieder punt osculerende bol is. Geldt (1.43) slechts in één punt dan heet
dit punt een spherisch punt van de kromme.

Voorbeeld 1« De gewone schroeflijn op cylinder met strazal R.

. B COSX
R sin R 2
1.46) xh 8 sinx '
’ mp&.kr.c\t‘
: €N ui.be
@ S cosS¥ o
R cos 5 \.1;‘:‘5}‘ /
| '+ cosw cos £-098% 1>/J
h
1.47) %—3;—' = j'h sin » : VRN
- i 8 coan
cos 8in wT—-
I zcos®a . 8 cosx
dj, b R . R
1.4-8) T = 1-&:34 o 2 1 k=
Al gogd 8 cosa !
- "R cos

iaar ic; copgtant is is M.P. kromtecirkel = M.P. osculerende bol (zie 2.41))
' | = sip 2-2Q8 % | ‘-9_9.%".‘.0“&.2?“1_&
L . .h - : N
1.49 , 0 ; >
A 10l o

~ cos S.608 & ' COS% . S cOSKX




3 \

en dus
- cos% 8 _cos sin®cos X, . oy S808%
» COS™ COS = + 7 (~ginx cos -——-ﬁ-—-—-z
d 2 coszd Fini coso
Eih < sinx  + - Ein® coS«
ggszx osw gin S-898 % sino cos (sinx sin S cosa )
L R s C : R 7 ._ﬁ_—_—,
h ) “h
Bl E%EOSM
. - B8ina COS ==
waaruit volgth: ] R
1.52) k = £ 810° CO8 ¥ e COS
1 R 3
sin « sin -S--Q%-g-ﬁ-

Kicst men het bovenste teken dan vormen 3 s 3 en j een rechts stelsel
en 1;: wordt hier positief omdat we een rechtse schroeflijn hebben.
Uit (1.48) en (1.52) volgt

1.53) I;C/k = tgy = tangens hellingshock

Voorbeeld 2. Stel we weten van cen kromme dat k/k constant = ‘l/C ise.
Dan luiden de vergelijkingen van Frenet

h

aj

.h
ds 1§J

il

ho .h
Ts = - ok

o

- I
ds Cl:mx

it

en daaruit volgt dat
~1.55) e + 3% =
[ i 2

AL
b~ \\ een langs de kromme constante vector is. Brengt men dus
door de kromme cen (algemene) cylinder met beschrijvenden
, // ¢, dan is de hellingshoek van de kromme te0.Ve Geh
(Jbvl‘zk_LOP r‘h constant en zijn tangens gelijk aan C. De
kromme is #v1s een algemene schroafliijn (Bosohungsllnle)
Voorbeeld 3. Krommenparen van Bertrand
Gegeven een kromme X, = Xy(8) zodanig dat er een andere kromme

k3

Y =¥ (2) bestaat, die dezelfde eerste normalen heeft als de eerste‘

aaaa

z is de langs de tweede kromme gemeten lengte.
Er moet een betrekking bestaan van de vorm

156) 3R = by l(e) 3P




ih 3? en jh zijn de drie eenheidsvectoren behorende bij de eerste
' 3
kromme .

We maken hier nu eens gebruik van een soort vectornotatie waarbi]
de index weggelaten wordt en de kernletter bovenstreept wordt om een
vector van een gewoon getal te onderscheiden

1.57) F=%+473
Deze vectornotatie wordt wel gebruikt zolang men alleen in R, werkt,
maar voor meer afmetingen en verdere veralgemeningen is de indexnota-
tie toch voordeliger. In de vectornotatie luiden de vergelijkingen
van Frenet, indien men de differentiatie naar s door een accent aan-
geeft

1.58) §'= kJ; k] + X5 = K
Schrijft men g, %, % voor de 3 ecnheidsvectoren behorende bij de tweede
kromme -dan is .

1459) %::izﬁ,w”g k€3 + k]

Tty

]
Maar in het algemeen is g # 7 omdat hier naar s gedifferentieerd is en
giet naar de parameter z van de tweede kromme. In elk geval moet nu
ki1 ) zijn en daaruit volgt dat {'ean constante ig, dus

1,60) kK j-%k¢3+xf3
i 3 [ t 2 3
omiat g een eenheidsvector moet zijn is dus
. (—;‘}cosu+gs:1.nol ,tguam

Doordifferenticren naar s geeft
1.62) k o ki cos o - %j sind - J sinx.»' + J coso.9’
2 i -3

2
. Aangezien echter

;~of

% % moet zijn volgt dat x sen constante is. Dus is
A

1+63) 1 l'cf’ = cl}f JA 3 ¢ = constante = cot =

1064) flf + cf)l% =

. Bestaat or omgekeerd tussen % en § een lineaire betrekking van de vorm

1a -
€5) ak + b% =



s
met constante coefficienten, dan bewijst men teruglopenle dat er een
tweede kromme bestaat met dezelfde normalen, Dergelijke krommenm ren
zijn genoemd naar Bertrand.

Behoort sen kromme tot e¢en paar voan Bertrani, en z jn ? en % niet
constant, dan is de andere kromme van het paar volledig vastgelegd.
a is de constante afstand van le krommen, gemeten langs de eerste nor-
maal en.% is de cotangens van de hoek tussen de raaklijnen in over-
ecnkomstige punten. Zijn 3 en E constant, dan is de kromme cen gewone
schroeflijn en de tweele kromme is niet eenduwidig bepaald. Iledere
schroeflijn met dezelfde as en met dezelfde normalen voldoet.

Uit (1.59, 60, 61) volgt
4L 48
1.66) cos ¥ = (1 1;:?)3-5

. ds
sin o “%Idz
maar sangezien de betrekking tussesn le beide krommen reciprook is moe-
ten dezelfde betrekkingen geldea wanneer men s,m en ¥ Joor z, - en
-{ vervangt en $ cn % loor kromming en torsie k en’% vau de tweede

i

kromme .
= 5 {y 242
1.67)  cos o = (1 +'k{) 5
sin .—:'k g‘»—ﬁ;

Vermenigvuliiging van (1.66) en (71.67) leert dan

a)(1- gf’)(1 +’gé’) = cos®x = constant (Mennheim 1877)

Il <
-b) }}{’%{ = .*49?1%—— = constant (SChGill 1859)

Y

1.68)

i (1682) drukt uit dat op de gemcenschappelijke normaal de 2 punten van
de krommen en de twee middelpunten van Jde osculatiecirkels een con-
stante dubbelverhouding hebben.

Deze eerste§ heeft slechts gediend tot inleiding. We gaan nu krom-
men meer algemeen behandelen en wel met algemene “kromlijnige“ coordi-
naten, in ruimten met een willekeurig aantal afmetingen wacrin ook an-
lere meer algemene vormen van meetkunde zullen worden toegelateﬁ( Hier-
" voor moet eerst het analytische apparaat woafen opgebouwd

‘?§ 2. De X, . Beschouw n geordenle variabelen g ; ¥ = 1,000,n, ') die

,éxelk alle reecle en complexe waarden kunnen a;ﬁnemen. Eén stelsel waarden
“heet een arithmetisch punt en de verzameling'van alle arlthmetlsche pun~
.W_ten de arithmetische uitgepreidheid. CZ . We spreken van "het punt f W
 %en noemen de g de kentallen van het puni In.gf definieren we E_ll" g
cylinders en gebieden.

Een verzameling arlthmetlsohe punten die voldoet aan de ongellgkhezﬁ

2|

2.1)
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waarln de & willekeuwrig gegeven reeele of complexe getallen zijn en de
p willekeurig gegeven positieve getallen, heet een polycylinder 1nlﬂn

Een verzameling van arithmetische punten heet een gebied van UL,
indien de-volgende voorwaarden vervuld zijn:

1. De verzameling is open, d.w.z. ieder punt ervan behoort tenmin-
ste tot één polycylinder van 01, welks punten alle tot de verzameling
behoren;

2. voor iedere keuze van twee punten der verzameling bestaat er
tenminste &én rij van polycylinders, elk alleen bestaande uit punten
der verzameling, zo dat het eerste punt in de eerste polycylinder ligt
en het tweede punt in de laatste en dat opvolgende polycylinders ten-
minste &&n punt gemeen hebben

22y (0 O T T 9

Blijkbaar is iedere polycylinder een g ebied. QOok de Uinzelf is
een gebied. Maarniet ieder gebied is een polycylinder.

Ieder gebied heet "nablaheld" of "omgeving’ van elk van zijn pun-
ten. Voor "nabijheid vanyg"wordt geschreven Ml Qg ).

We beschouwen nu een verzameling M, waarvan de elementen in €én—-.
één correspondentie zijn met de punten van een gebied® van (L . Over
de aard der elementen van M, laten we ons niet uit. Dit kunnen bijv.
zijn homogene lineaire vormen in n variabélen of polynomen van de graad
n-1 in é&én varisbele df punten van een andere U0, . Deze &én-8én corres-
pondentle noemen we nﬁ"ﬁoordlnatenstelsel in Ma - Correpondeert een
‘ puntrg met een element van M_dan noemt men dB(é de coordlnaten van dit
element t.0. van het codrdinafenstelsel (k) en men schrlgftfg inplaats
van’§ indien deze getallen werkelijk in deze zin dus als coordinaten

van een element van M, worden opgevii.
We gann nu gebruik maken van het voigende uit de analyse bekende
en daar bewezen theorema:

Theorema van inversie

Indien in het stelsel van n verzelijkingen
13 ' K
2.3) (g = f (js) s k''=1',..., n

*

K

?de functies £ analytisch zijn 1n[§ ( en _3us in een T ( {)) en indien de

ov

Tfunctlonaaldetervmnant
def _ s Ced_ @
2.4) A = Df’t( 0 Cg } Yy a{ﬂ )
*0 is 1ncg (en dus in eerx@&(fg 1), dan unnen derg uit (2.3) worden
; Qgelost

W . e, g St v . s

‘ ‘) Tenzij anders wordt afgesproken nemen de indices Xk, A s PV s f , 0
soms ooktd altijd de waara@n yeroon {cursief) aan,

i :rsrf.éﬁf,
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2.5) = f ((5)
waarin de analvt:sch 2zijn :m(g (en dus in een Jf ((é )), waar
gedefinieerd is door

“Qﬁﬂ x,

12
“ K

K
2.6) é = £ ({)
@ ! |
en deze oplossing is f»‘eldln in een O (45 . De functionasldeterminant
der{ is geliik aan a4 .

Uit dit theorema volgt direct dat er in 70 (Cé ) een omgeving 2
van ‘gbestadt en in %0 (5 ) esn omgeving W van voor de punten van
welke omgevingen de vcrgelu’mn en (2.3) en (2.5) een 3&n-&én corres—
pondentie vastleggen.

We hadden boven een verzameling M,, in &én-&én correspondentic
met het gebied W van (. Laat nu® geheel in &, liggen. Dan bestaat er
in M een verzameling M in é4n-£&&n corrcsnondentic met R en dus nu ook
in é&én-8&n correspondentic met R'. Deze lastste correspondentic is mu
volgens onze definitic een andor coordlnatpnstelsel over M.coordianten-
stelsel (k') en schrijven (é indien db£ worden opgevat als coordins—
ten van de elementen van M.

S
N,
2.7) /‘( e (‘Ek\?\ .
N
N g
' ¥ «'
Substitutie vanch, (g in plaats van (ef‘ 95 in (243,5) levert
chz fk (cé )
2?8) K ® k! : k) = 1',...,11'
£ =
=1 (£)

1 K Kl

waarin we nu ook fk, fwschrijven in pilsate van £ , £ ¢n deze vergelij-
kingen (2.8) stellen een coordinaiventransfurmatie in M voor.

Uit fig. (2.7) zien we dat bij eca ~ocoriinatentransformatie de
elementen van M niet veranderen, w el hun beeldpumten in Of, + Werden de
elementen van M zelf getransformeerd dan nroct men zo'n transformatie
als volgt schrijven
" ‘ pt o= FUED

E}U indien men het coordinatenstelsel (k) gebruikt. Deze zelfde transforma-
~ tie van elementen luidt
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met andere functies F indien men van de coordinaten (k') gebruik
maakt. We zien duss

bij coordinatentransformaties veranderen de¢ indices rechtsboven of
ondert X — k', l,e..,n— 2,.., n', terwijl de kernletter onveranderd
blijfts

bij objecttransformaties, d.z. dus hier de eclementen van M of de
punten van (T, , verandert de kernletter, terwijl de indiccs rechts
boven of onder onverandcrd blijven. Indices boven of onder de kernletter

of links van de kernlettcr worden tot de kernletter gerekend.

Dit is het beginscl van de kern-index methode...
® %
Inderdaad blijkt nu det het roecd was tussoncg enﬂg te onderscheiden.
Een coordinatentransformatiz in M:gf~n£ (indexverandering) is in (X,

inderdaad een objecttransformatie (de arithmetische puntcn veranderen)
en hier moet dus de kernletter veranderentg-erﬁ . )

We gaan nu niet slechts 34n coordinatentransformetic in M beschou~
wen maar ecn heel stelscl. Veelal ecist men dat zo'n stolsel een groep
vormt d.wW.Z.,

1. het resultaat van twece transformatiecs van hot stelsel na el-
kaar uitgevoerd behoort ook weeg tot het stelsels

2. behoort cen transformatiz tot het stelsel, dan bevat het stelsel
ook de omkering van die transformnatic;

3. het stelsel bevat de idontieke transformatie.

Het komt echter ook voor da¥y men alleen eist dat het stelsel een
pseudogroep vormt. In plaats van 1. komt dan

la. Indien twee transformat®#es van het stelsel na elkaar uitge-
voerd kunnen worden dan behoort &3t resultaat ook wecr tot het stelsel.

Veorbeelden van groepen zija:

1. de groep van alle permutitics Juor co5rdiqaten.'

Een transformatie van dcze weop is bijv.‘éf:ff;ﬁligg

2.. de affine groep G, van alile omk.crbare lineaire transformaties;

3. de speciaal affine groep G&m van alle omkeerbare homogene
lineaire transformaties:

4. de orthogonale groep G, Vén 2ilc orihcgonale transformaties
(a=+1);

5. de groep G,, van alle rotatics.

Voorbeeld van een pseudogroep §s do gro.pl van alle omkeerbare
N n

~transformaties die in enig gebied gadefinicord en analytisch zijn. In-

‘dien een transformatie T, het gebied W, transformecrt in 2, en een andere
“transformatie T, het gebied ?Zgin R,, dan kan T, T, alleen worden gc-

 vormd als ", en #, eecn punt (en dus gen gcbied) gemeen hebben.
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De verzameling M , uitgerust met één ocorspronkelijk gegeven
codrdinatenstelsel en met alle codrdinatenstelselsdie hieruit kunnen
voortkomen door toepassing van de transformaties van een bepaalde

gegeven groep of pseudogroep heet een n-dimensionale meetkundige uit-
gebreidheid (in tegenstelling tot de arithmetische uitgebréidheidéﬁ%)
De transformaties van de groep of pseudogroep heten toegelaten of

geocorloofde coordinatentransformaties, de ontstane codrdinatenstelsels

toegelaten of geoorloofde codrdinatenstelsels, de elementen van ™M
geometrische punten of kortweg punten.

Het is gebruikelijk de verschillende geometrische uitgebreidheden
met speciale letters aan te duiden. Wij gebruiken hier de volgende
letterss: ’

X :’%i)willekeurig met pseudogroep ‘¢, . Dikwijls wordt in
plaats van analyticiteit alleen maar continuiteit

en een voldoend aantal malen differentieerbaarheid ver-

langd. De )<nis de ruimte van de gewone gegeneraliseer-

de differentiaalmeetkunde.

™

@H; = Oé‘met 'd . De éi‘is de ruimte der gewone affine

meetkunde.
gecentreerdegns 7120: 0L, met gh . In de cfn ligt een oorsprong vast.
.

Rn= @L,= Olnmet ..+ De R_is de ruimte der meest eenvoudi-
ge n-dimensionale metrische meetkunde. De gewone ruimte
van klassieke mechanica en physica is een F; .

In een X“'bestaan natuurlijk geen polycylinders want er is geen
bevoorrecht coordinatenstelsel (in tegenstelling tot de o,). In de
plaats daarvan treedt het begrip cel. Een cel wordt gedefinieerd als
de verzameling van punten die ten opzichte van enig geoorloofd coordi-
natenstelsel aan de ongelijkheden

€] <

voldoen. Met behulp van deze cellen kan men nu ook in Xheen gebied
definieren. Men kan echter ook een gebied definieren als de verzameline
van alle punten die met behulp van een geoorloofd co6rdinatensteisel
in &&n-é&én correspondentie kunnen worden gebracht met de arithmetische
punten van een gebied der (7, .

Tedere X“ y die een gebied is van een andere X. , heet in die
laatste X, ingebed. Elk gebied van een Xn heet "nabijheid" of "omgevin<"
van elk van zijn punten. De omgeving vancgh wordt genoteerd’?ﬁ(cgk).,

. 8] ©



-1 -

Heeft men vooz-ggnzxnalyticiteit ge€ist, dan heeft het zin een
functie  van de punten der X, , die voor enig gebied is gedefinieerd,
analytisch te noemen bijv. i11c§“ indien ten opzichte van enig geoor-
loofd codrdinatenstelsel (kK ) de functie

K
2.11) p:f(ég)
38
ijlé§ analytisch is. Op grond van een bekende stelling uit de functie-

theorie is dan ook voor een geoorloofde coordinatentransformatie
‘ 1
(K)= (k') de functie f eptredende in

2.12) b= fIEY = f s
analytisch incgk « Analyticiteit is dus nu een eigenschap die in-
variant is bijoalle geoorloofde codrdinatentransformaties: Is P ana-
lytisch incg dan volgt daaruit analyticiteit in alle punten van een

TCED. .
& . K
Heeft men voor §§; alleen geeist dat de functies f continu en
t maal differentieerbaar zijn en is [o een functie vancgkdie even-
eens centinm is ent maal differentieerbaar, dan is deze eigenschar
blijkens (2.12) ook weer invariant bij geoorloofde coordinatentrans-
formaties. ‘

In een X_kan men nu figuren geven, vastgelegd door getallen
ti0.v. een geoorloofd codrdinatenstelsel. Vervolgens kan men zodanige
eigenschappen van die figuren beschouwen die invariant zijn bij geoor
léofde coordinatentransformaties. De verzameling van al deze eigen-
schappen‘vormt de meetkunde der XF . Het heeft bijvoorbeeld zin te

vragen ef twee krommen elkaar snijden, maar de vraag of een kromme
"recht" is, is in een Xh zinloos. De meetkunde wordt dus de invarian-~
tentheorie bij een bepaalde groep of pseudogroep, hier gﬁk. (Beginsel
van F.Klein, 1872).
Kiest men in X

één coordinatenstelsel en bepaalt men zich verder
alleen tot coordinatentransformaties van de greep gq>dan ontstaat een

n

Eﬁ\."De meetkunde der E“ is de invariantentheorie bij de groep g;l.
Maar men kan ook zeggen dat de meetkunde van een figuur in En hetzelfd:
is als de meetkunde van deze figuur + de verzameling van alle nu nog
geoorloofde coordinatenstelsels in X, . Men kan dus tot een minder
algemene meetkunde afdalen door &f de groep te verkleinen df de groep

. zo te laten en een stelsel van figuren (hier de alsnog geoorloofde
 codrdinatenstelsels) toe te voegen., Ook dit beginsel werd door ¥F. Klei:
1872 geformuleerd. Dikwijls kan men in plaats van de verzamelin@%&f&%ﬂ
geoorloofde coordinatentransformaties een andere eenvoudiger figuur
invoeren. Neem bijv. de gecentreerde 81 . Om tot de gecentreerde R, ’f
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te komen moet men van één coordinatenstelsel uitgaan en nu alleen nog
maar orthogonale transformaties toelaten. Maar men kan het cok anders
doen en alleen een ellips invoeren met de vergelijking

VY IS L 2
2.13) j// £ X + z.j‘zm« + énxx =/

Is (k') een coordinatenstelsel t.0. waarvan de vergelijkingen van
de ellips de vorm

2.14) x e 2
aannemen dan kunnen alle coOrdinatenstelsels met deze eigenschap uit
( K') worden verkregen door de transformaties van de groep ’jw toe te
passen. Uit de 51 met groep 9«13 dus nu een Pl met groep Cdfm ontstaan.
In dic R heet de ellips "ecirkel". Anders gezegd:

eigenschap figuur in Ql= eigenschap van die figuur + de ellips
(2.13) in &, .

-

§3. Geometrische grootheden en objecten in é; en in )(h .

Bij een geoorlcofde codrdinatentransformatie in X, transformeren
zich de differentialen lineair homogeen

3.1) dE" - Aidg; Ay
Deze transformaties vormen in &én bepaald punt (gk de groep %\.o . Daar-
uit volgt echter dat aan ieder punt van Xn een gecentreerde én is
toegevoegd, de lokale ﬁh van ék . Verder dat bij ieder coordinaten—
stelsel in X, &&n bepaald rechtlijnig (doch niet orthogonaal) codrdina-
tenstelsel in 8,, behoort. Men is gewend de ‘eorsprong van Evn nmet het
punt ék te identificeren. Verder hebben echter Xh en 8._,, geen enkel
punt C.g‘erm-zelrl. Ook hebben twee leacale 6 's die tot wverschillende punten

behoren helemaal niets gemeen. Hier is vroeger nogal geknoeid, men
beschouwde de Sh als een "oneindig klein" gebiedje van de Xh maaxr dit
heeft natuurlijk alleen heuristische waarde en kan tot allerlei foute
conclusies leiden. Ook heeft men zich de Xn ingebed gedacht in een EN
en de lokale 5,, als de Yaak- 8,, aan de Xn in 6N geduid. Afgezien daar-
van dat men zich met die inbedding aanzienlijké beperkingen oplegt,
treden er nog andere moeilijkheden op. Het heeft bijv. wel zin em
te vragen of twee "maburige" rask- £, 's elkaar snijden (dit kan van de
aard der inbedding afhangen) maar het heeft geen zin deze vraag te
stellen voor "naburige"lokale 5h's.

Bij de groep g&in éé&n bepaalde lokale En definieren we nu de vol-

gende meetkundige grootheden:
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1. Scalar p . Eén kental, invariant bij (3.1)

2. Contravariante vector 2rK. kentallen met transformatie

3.2) rhl AT

Geometrisch beeld:s vrijzwevend stelsel van 2 punten met (niet
noodzakelijk rechte) pijl of ook in een gecertreerde 8% het punt
met ceordinaten vji. De oorsprong fungeert dan als eerste punt.
De projectie op de l-as, gemeten met de bij die as behorende
maat is UJ.

Blijkens (3.1) is tt§K een contravariante vector. Optelling van
contravariante vectoren geschiedt volgens het "parallelogram
van krachten"

K ®
—i W Y

o /
3.3) P

/
/ ////// [ ¥
[

%e Covariante wvector LUA. n kentallen met transformatie

A
3.4) wy = AA,uh

éeometrisch beeld: vrij zwevend stelsel van 2 evenwijdige hyper-
vlakken (d.z. (n-1)-dimensionale vlakke uitgebreidheden of

E;js in wa) met een doorstekende liefst niet rechte pijl
(anders wordt er gesuggereerd dat er ook nog een richting ge-
geven 1is). Vooran = 3 is het beeld dus

3.5)

Het stuk afgesneden op de l-as gemeten met de bij die as beho-

rende maat is 7&?' In een gecentreexde ék\kan men ook het hyper-
{
vlak met de vergelijking

%.6) XK—WK - |

( %"= cobrdinaten in £.) nemen. Het evenwijdige vlak door de
oorsprong fungeert dan als eerste vliak. Wordt een covariante
vector met 2 vermenigvuldigd dan komen de hypervlakken 2 X zo
dicht bi] elkaar te liggen. Om de optellihg in beeld te brengen



/~ Het meetkundig beeld van een gemengde affinor van de valentie twee,
Tb.k s in een gecentreerde 6n is een homogeen lineaire punttrans-

formtie

K A
« A X

3,10) ‘;}k - P

- Dit is een objecttransformatie, geen coHrdinatenﬁransformatie.
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snijden we beide hypervlakken met een vlak, Dan ontstaat de
figuur

3.7)

De verbinding
K
3.8) vowy,

heet de Qverschuiving (ﬁberschiebung, transvection) van v en

Wy sze verbinding is een scalar en een simultaaninvariant
van U en W, . De absolute waarde van Ukun;is de lengte voor

1fk, gemeten met het stuk dat door de hypervlakken van W, op
de lijn van Lfkwordt afgesneden. Zrku4< is positief wanneer de
twee zinnen van ifken W, overeenstemmen en negatief in het an-
dere geval. Is dus Uku&,z + 1 dan past Zf<precies tussen de
twee f; :s van W, .

k, -k

4. Affinoren 73.

Iod .
met de transformatie

K.k k! Koo h X Koee
3.9) P LA AR LA P
L) .4.,\3 I3 kf’ f\: Ag - . .
, TSP S § K,... Kk
. ' p M- fa TN 4
of kort- Ak‘...KP}:..‘hé ! * P YN

heet een affinor van de yalentie p+¢q , de contravariante valen-

tie P en de covariante valentie q . Een contra (co) wvariante
affinor heeft alleen indices boven (beneden). Zijn beide soorten
indices aanwezig dan heet de affinor gemengd., De scalar, de
contravariante vector en de covariante vector zijn bijzondere

gevallen van affinoren.
Affinoren met dezelfde valenties kunnen worden opgeteld, .

andere affinoren niet. /° ‘.«
Geeft men man alle indices van [ . ?AV,Jlbehalve één, bijv.

k

’ aéhtereenvolgens alle waarden van 1 tot n dan ontstaan
nP**"' vectoren. Zijn er onder deze juist r lineair onafhanke-

lijke dan spannen deze in é% een Er door C)“E.r‘ heet de k, -

K -k ‘ . : o
rang‘van‘Tj_ i ;s de verzameling van alle van deze b

e g
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lineaire afhankelijke vectoren heet het K, -gebied van

K'...KP

P T Mg
covarlant bijve. A dan geldt hetzelfde, alleen wordt er een 5
opgespannen en deze heet de drager van het door de Fr covarlante

en 5 heet de drager van dit gebied. Is de index

vectoren vastgelegde A -gebied.

Bij een affinor van de valentie twee, hetzi] contra, hetzij
covariant, hetzij gemengd, is de rang t.o.v, beide indices even
groot. De twee gebieden en de twee dragers behoeven echter niet
dezelfde te zijn. De rang is hier identiek met de rang van de
matrix der kentallen bijv.

i ! [
e S
- 2 .
.,
3.11) \
2] n
P P,

Deze rang wordt als wolgt gedefinieerd. Bevat de matrix onder—
determinanten met R rijen en R kolommen, die niet nul zijn, maar
geen zodanige met R+t rijen en R+1 kolommen, dan is de rang R.

Al deze rangen zijn arithmetrischc invarianten bij coordlnatentrans—
formaties. :
De vergelijking (3.10) laat dan en alleen dan een émkering
toe indien de rang van 73khgelijk n o is
« u
*oE >§
P. heet de omkering van P Al
als éQ en F? , emkeringen (é(ik,'f? mits hun rang R is.

Op dezelfde wijze hebben affinoren

Een co- ef contravariante affinor heet symmetrisch in alle
1

indices of ook tenser ) indien die grootheid invariant is bi}

iedere verwisseling van twee indices, bijv.

3.13) P Pl
Uit iedere co- of contravariante affinor kan een tensor worden afge-
leid door het invariante proces van het mengen ever alle indices. -
Dit mengen geschiedt door de som te nemen van alle isomeren (affi-- .
noren verkregen door permutatie der indices) en de som van deze

') De naam tensor werdt deor verschillende autcurs wok voor affi-
noren gebruikt, de tensor heet dan symmetrische tensor.
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te delen door p! indien p de valentie is, bijv.

3.14 S T
) P‘“'\H:/AU}WH+ %V*‘+E

ka ¥ Fikﬁ + PFAk + FiPA)
- Het mengen wordt aangeduid door kromme haken om de te mengen indices,
Men kan ook mengen over enkele indices, waarbij niet mee te mengen in-

dices door verticale strepen worden uitgeschakeld, bijv.

3.15) PK(,\”\A]\/) = Z‘LI(PK')\}A)}-F ’P’k\/}il\)

Ook dit proces is invariant, het resultaat is een in enkele indices
symmetrische affinor. Ben affinor van de valentie P heeft YIPonafhan~

kelijke kentallen, een tensor van de valentie P slechts ( n+§-! )e

Een co- ef contravariante affiner van de valentie p heet alter-
nerend in alle indices of ook P ~vector ')(multivector indien men P

niet wenst te noemen) indien die grootheid invariant is op het teken

na bij iedere verwisseling van twee indices, bijv. de bivector

)

3.17) ?kx = 7k

Uit iedere co- of contravariante affinor met een valentiepgn kan een
P ~vector worden afgeleid door het invariante proces van het alterneren
over alle indices. Dit alterneren geschiedt door de som te nemen van
alle isomeren die door een even permutatie ontstaan, daarvan af te
trekken de som van alle isomeren verkregen door emeven permutaties en

het resultaat te delen door fa!indienis de valentie is, bijv.

3.18) 2o P * Pt P - Pricper P Poges)

Alterneren over meer dan v indices geeft altijd nul. Er bestaan
dus geen p —~vectoren met p >n . Het alterneren wordt aangeduid door
rechte haken om de te alterneren indices. Men kan ook alterneren ever
enkele indices, waarbij niet mee te alterneren indices door 'I worden
uitgeschakeld. Bij een veel voorkomende vorm van dubbele alternatie
doet men hgt gemakshalve anders. Zij?ih een affinor van de rang r., Dan
verstaat men ender
| 3.19) P, Peard
de grootheid, die verkregen wordt door onafhankelijk van elkaar over de

K -indices en over de A -indices te alterneren. Men overtuige zich voor
lage waarden van pen n dat één der alternaties mag vervallen

3.20) Tﬁ‘;@«' ...‘PKQ;\P] = %'P\"-' . ,]DKvP]AP = PK{)" e e T?KP )‘P]

T et s s e s G S

?)‘Varschillende auteurs gebruiken de naam antisymmetrische tensore.
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Ook overtuige men zich voor lage waarden van P enn dat de kentallen

van FB!F%‘@‘“"Fiéid precies de onderdeterminanten met P rijen en

p kolommen zijn uit de matrix van T, . De determinant van deze

matrix is dus

3.21) Det (P Ik {’D - - h}hj = . %“‘" *nln :nl' F)ID T Iljnlr‘.]

Zijn X" geeorloofde coordinaten in de lokale £ dan is het

n ’
geometrische beeld van een tensor F;khet quadratische hyperoppervlak
met de vergelijking

a
3,22) PAK XX o=z

Is 'P redel en van de rang r dan is ult de algebra bekend dat
er altijad tenmlnste één toegelaten coordinatenstelsel ( K') bestaat ze
dat in de matrix der .. . alle getallen buiten de diagonaal nul zijn

Ak
en dat
I P N P
N P Fé's':"; Hsaulesey =¥ 1500 Dt =+
3.23)
P ey Crery 295 '}Pn‘n' = 0.
S heet de index van TD .ende volg - - ~....++21--de gignatuur. Is

en s

O/7Fin dan heet ?3  positief resp. negatief definiet en in het
andere geval indefiniet. De signatuur heet even (oneven) als § even

(oneven) is. Index en signatuur zijn invariant voor reéle geeorloofde
coordinatentransformaties.

Op de geometrische beelden van P -vectoren komen we later terug.

Behalve gewone kentallen gebruikt men bij grootheden ook dikwijls
kentallen die behoren bij twee of meer verschillende coordinatenstel-
sels. Deze dragen indices van verschillende soorten en worden inter-
mediair genoemd, bijv.

N " KA * &
3.24) PlL = AVPIL = AP

De Ai en PC, eptredende in (3;3) en (3.4) zijn bijvoorbeeld interme-
diaire kentallen van de eenheidsaffinnr',A: gedefinieerd door

3,25) AS

/ voor K = A
A

0 voor K £ A

wiens geometrisch beeld (verg.(3.10) de identieke transformatie iss:

3.26\) XK = A‘:\ Xh

Het komt ook voor dat een grootheid gedefinieerd is t.o.v. twee

~of meer verschillende ruimten. Ook das kan de ‘greotheid verschillende

s% :
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SOOrten van indices dragen, die tot die verschillende ruimten behoren.
Dergelijke grootheden heten verbindingsgrootheden.
In een wamet rechtlijnige coordinaten X" zijn bijvoorbeeld

K

— K
3427) X = B?, Y 3% = .,
&

bij constante 13@ de parametervergellgklngen van een E; waarin de B
als rechtlijnige coordinaten kunnen worden gebruikt, ]5% is nu een
verbindingsgrootheid tussen de E;,en de L%nen zijn transformatie luidt

5.28) By - ALBL B, ; By - 24
g = K % 8 5 - a‘é%—

5. Dichtheden en W —greotheden. Behalve scalairen zijn er nog andere
grootheden met eem kental dat echter niet meer invariant is., Aangezien
er geen index is moeten de kentallen ten opzichte van verschillende
coordinatenstelsels op andere wijze van elkaar onderscheiden worden.
Voor een grootheid §? schrijven we voor het kental t.o.v. (K): 3" of

jb[k} en voor het kental t.o.v. (k') ﬁ>ef JDfKJ . Waar niet bepaald
nodig laat men (K)en [K] weg: We onderscheidens

P ~ kR
scalaire A -dichtheid met gewicht £ 3 pIxl = a ’fr[K]
scalaire (gewone)dichtheid met gewicht K ¢ AIKT = 1o B K]
W -scalar (SANE %/ p k]
Door vermenigvuldiging van deze grootheden met een affinor ontstaan de
grootheden '
affinor A ~dichtheid
affinordichtheid
W —affinor.

(Bvenzo tensordichtheid, bivectordichtheid,W -trivector, enz.).
Gewone dichtheden enW -grootheden treden veel in de physica op, 4 -
dichtheden meer in de differentiaalmeetkunde. Bij voorkeur gebruiken

we de volgende kernletterss

affinoren latijnse kernletter
W —affinoren " " met ~
gewone affinordichtheden gothische "
affinor A -dichtheden " " met

‘Maar vooral in de physica zijn er dikwijls andere overwegingen die de

- keuze van een kernletter bepalen, « '

| Er zZijn twee n -vector A ~dichtheden {? en o, L,

. die een bijzondere rol spelen. Zij worden gedefinieerd door de vergelij-



kingen

) |...n
3.29) ij S I TP

t.0.v. ieder teegelaten coordinatenstelsel in 6n . Uit deze algemene
geldigheid volgt dat { het gewicht + 1 en® het gewicht - 1 heeft.
Deze grootheden zijn dus evenals de eenheidsaffinor a priori in En.
aanwezig. Met hehulp van hen kan men eeneenduidige correspondentie
vastleggen tussen contra-(co-)variante p -~vectoren en co-{contra)
variante (n-f )=vector A —dichtheden van het gewicht - 1 (+ 1).

’)‘\" Lo Koo kp

O‘j) v I -‘5-' ’1’#)\.__,)\%;('“,,,‘?2)
K... K - YD P

AR o= RER R P

L v = 2 }f)w-.h‘{
3.30)

K. K ~ AL AgK LK

) 1 . LI 9
¢) ?m} =2 Waag

ol w - Vo ;‘N KooKy
) A)'.'AP: q! ’ﬂ/)-'-"xpkl"o'ka 639 ; Ci-_h-\:)

In andere vorm luidt deze correspondentie
P‘ﬁ&; M 'f‘n

"
(3,) ’:}7.' /,,(l...}y.(l F)

3.31)

ng”,vjinevenpermutatie der
getallen t....n .

Dit zijn voorbeelden van kentallen van een grootheid, die bij andere
groepering ala kentallen van een andere grootheid kunnen worden epge-
vat., Op deze vrije corresponderende grootheden hebben natuurlijk dezelf-

de meetkundige interpretatie {1 en # corresponderen met het getal
+ 1.

Van twee meetkundige grootheden kan men een product vormen, bijv.
K.V K v
5.32) RYELPL e,

Wordt in zulk een product gesommeerd over een of meer paren van onge-
lijkstandige indices, waarvén er telkens &én tot de ene en één tot de

andere factor behoort dan ontstaat een overschuiving (ﬁberschiebung,
“transvection), bijv. '

: 3-33) 5‘/ = P’j,\@,)\{g




Wordt de sommatie toegepast op é8&n enkele grootheid dan spreekt men
van vouwing (plooiing, Faltung, bij physici ook Verjlingung, contraction)
bijv. '

e~ LY
3.34 j {H‘: th « Y

Productvorming, overschuiving en vouwing zijn invariante operaties.
Meetkundige ebjecten in X worden gedefinieerd t.o0.v. de pseudogroep
épn. Laat men in §Un alleen analytische functies fk toe dan definieert
men als volgt:

Een geometrisch object in een bepaald punt %K der >(n is een cor-
respondentie tussen de toegelaten coardina'benstecisels in Xn enerziijds
en de geordende stellen van N getallen anderzijds, die aan de volgende
voorwsarden voldoet.

a. Aan ieder toegelaten coordinatenstelsel in X, is één en slechts
&én geordend stel van N getallen tocgevoegd;

b. indien @A; A= l,...,N en @A s A = 1yees, . corres—
ponderen met (K) en ( K ), dan hangen de (p alleen af van de I

en van de functies g (Cé) in de eomgeving van£

Beperkt men zich tet continuiteit en een voldoend aantal malen
differentieerbaarheid, dan komt in plaats van ('@) de eis dat de Si:
alleen van de , 6n van de veldwaarden van cb , AKK en de afgeleiden

van A tot een zekere orde in (.g afhangen.

De @ heten de kentallen van het object met betrekklng tot (K )
Geometrlsohe objecten in X worden onderscheiden naar de transformatie-
wijze hunner kentallen, ‘

Zijn de @ 1ineair homogeen in de &7) , homogeen algebraisch in
de ve]dwaarden van Ax :LnfJ en onafhankell;yk van de veldwaarden van

y © AK y O, D#AK enz. in (§ dan heet het object een geometrische
grootheld. Geometrische grootheden, zijn dus speciale gevallen van
geometrmsche objecten.

Tot nu hebben we alleen grootheden en objecten beschouwd in &én
punt van de Xn « Men kan nu ook bijv. een vector geven in ieder punt
van het beschouwde gebied der Xh . Dan ontstaat een veld, bijv. scalar-
veld, vectorveld, affinorveld of algemeen objectveld. We nemen altijd
aan dat de kentallen continue en een volddend aantal malen differen~
tieerbare functies der coordinaten zijn, veelal ook dat het analytische
func‘ties zijn. Nu ontstaat er direct een moeilijkheid. De differentianl

- wan een scalar p is bllakbaar ook een scalar en 1ngev01ge

3.29) dup = A-'%p

' is de afgeleide vanp een covariamte vector (de gradiemt van p ). Manr
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ingevolge
! k'K W !
3.30) dv“;ai@kzr):AKduK+uciA;

is de differentiaal van ‘D’ geen vector. Evenzeer is de Qfgelelde ‘B,u U
geen affinor, Alleen in het zeer speciale geval dat de AK steeds con-
stanten zijn vervalt deze moeilijkheid. Manr A.‘ = constant wil zeggen
dat wij ons vastgelegd hebben op lineaire coordinatentransformaties
d.w.2., we werken niet meer in een Xnmaar in een f.n . In die En kan men
dan natuurlijk alle locale 5,::, met de Eh zelf identificeren. In de (E“
geldt algemeen, dat ten opzichte der in die En thans geoorloofde coor=
~dimatentransformaties de differentiaal van een affinor weer een affinor
1s met dezelfde valenties en de afgeleide een affinor met &én covarianu-
te valentie meer. A fortiori geldt dit natuurlijk ook in een T’?n.

We zouden in een (f‘:n of Rhnu echter eok wel eens graag"andere,
zogenaamde "kromlijnige" coordinaten gebruiken. 2ij (A):h =1, T
een gewoon, d.i, rechtlijnig coordinatenstelsel en (% ); k= 1,....,7
een kromlijnig . Laat verder een vec*borveld gegeven zijn met de ken-
tallen ¥ fot.o. van (h) an de kentallen U;.ot 0. van (k). Dan is

3.31) A N
en dientengevolge
g
-3.32) d o' = Kdu+ud1\
%
= AL (ot A ezcg“a )

Nu is o{v% een vec“g‘or, namelijk de vector die_ verkregen wo 1 door
‘i‘,\_,uy‘,,dvi‘ V{me(g AT 5 + d(g
of viidv* parallel te verplaatsen (dit
kan in een (Sn } en aldaar af
te trekken van de veldwaarde
UV +d v aldaar., Zolang we
alleen rechtlijnige coordi-
naten gebruiken; transfor-
meert odv zich behoorlijk
als een vector

5%“ ' 3.34)du?’
A.f, Agj‘:. constanten

moar niel

dur

£k
_ oV mearnist ¢

A_&dv M

2

Manr zodra we kromlijnige

coordlnaten invoeren zijn de
dv" niet meer de ken'tallen 3
van deze verschmlvec\tor manr




Behalve met de covariante differentiaal werken we ook veel met de
corresponderende govariante afgeleide, aangeduid door het nabla-symbool

V 9 bithf
r K 3 K A
14— L
3.41) ‘ U= Opin- w0
F)kh ) KA K P N K PRk
Vr. Loy = berD,.v + réf’P oy +-i;?13..v _ Eﬁ“xﬁ"f

We hebben gezien dat men van een Eﬁ tot een‘ﬁlkan komen door &én

coordinatenstelsel te kiezen en verder alleen de orthogonale groep to¢
te laten, maar ook door een tweedegraadskromme in te voeren, Dat kunner

we nu ook in een é; doen. We voegen het niet bijzondere hyperoppervl:l
toe met de vergelijking

oLk
3.42) 3“(@ g ==

in rechtlijnige coordinaten, Dat wil zeggen we voeren de reéle. tensor

%%kvan.de rang n, met constante kentallen toe: Er bestaat zoals we

gezien hebben tenminste €én rechtlijnig coordinatenstelsel )
zodanig dat

Y1 voor t:J

3.43) 2£J = ; o voor i 4]

] /
" Is (%) een ander rechtlijnig coordinatenstelsel dan is (3.43) voor
de transformatie (R)-(£) dan en alleen dan invariant indien

3.44) A;.j;, Gy ® { g e t=d

o voor i :’{:\)'

: Deze transformaties vormen de orthogonale groep behorende bij de fun-
damentaaltensor sk « Met behulp van g, ken men nu "lengten" en
"hgéken" gaan definieren. Is ‘%kkuﬁar“ positief (neg?tief) dan heet
V" een vector van het + -gebied (- -gebied), is g“sz ¥ =o
dan heet U} een nulvector. Re¥le nulvecteren bedtaman alleen bij inde-
. finiete fundamentaaltensor, zij vullen den nulkegel (vergelijking

?M“,éiék =0 ). De uitdrukking

3.45) (9 p vi®)’

heet lengte van Uﬁ(in de physica ook wel lengte in het -gebied en duur
é‘in het + -gebied). ™wee vectoren W en v"heten onderling loodrecht
éiindien _ ' . .

i
o

304—6) %lk ‘U)L'VK ‘



Een nulvector is loodrecht op zichzelf. De hoek tussen twee vectoren
K
U en UK s die beide in het + -gebied of beide in het - -gebied lig-
gen, wordt als volgt gedefinieerd

Y
3.47) cos !? - THw 'u) v voor ¥ g@bied.
lengte w¥x lengta % '

De heek tussen een veetor in het + -gebied en een vector in het
- —-gebied wordt niet gedefinieerd behalve in het geval dat zij onder-
ling loodrecht 2zijn wegens de boven gegeven definitie.

‘De En , aldus uitgerust met een speciaal stel geoorloofde coordi-
mten ef ook, wat hetzelfde is, met een redle fundamentaaltensor van
willekeurige signatuur heet F?,., . De orthogonale coordinaten in R n 8=
ven we liefst aan met latijnse indices en verticale getallen, andere
rechtlijnige of kromlijnige coordinaten met griekse indices en cur-
sieve getallen . ) , ‘

Stel nu eens dat we ook in Pn kxromlijnige coordinaten L’qwj.:tlen
gaan invoeren. Dan wetenwe al dat de covariante differentiaal van een
vectorveld V" gegeven is door (3.35)

3.48) & urts 0}0«+ T:,\ ukdg*; l‘“:x = A‘Z Oy At’\
waarin de index i moet behoren tot enig rechtlijnig coardinatenstelsel
waarvoor dus hier &én der orthogonale coordinatenstelsels kan worden
gekozen, Maar aangezien de orthogonale stelsels daor g vastgelegd
worden moet het mogelijk zijn r:a in %Wen zijn afgeleiden uit te
drukken, Nu is 3“6 een _tensyr en dus zijn zijn algemene kentallen

L
Deze %‘Ak zijn echter geen constanten meer aangezien de Ak = Bké
geen constanten meer zijn. Differentiatie van (3.49) levert

Iyt J .
3.50) Oy T = (avA}i)Ah?fji + AL (9, AA}%ji
Schrijven we dezelfde vergelijking nog tweemaal op met gepermuteerde
indices, de laatste vermenigvuldigende met -1

S (0, A AL g+ A (AW &y

5.51) O op ok 2 L
AR J v
- ()P_ g?” ::—~(<>P\A;\)A¢‘3j{, - AX(aHAQ)%)&
en tellen we alles ep, dan vallen er vier termen weg (aangezien

OAL = duAy ) en er blijft

’ d 5
PR, g+ 0 fvp -] = Ak (A g



kA
Schrijvenwe nu 8/ % veor de kentallen van de omkering van 2«“ dan volgt

3.53) r A 3 A /z% (3)* 3,,;“*5)«%”10#3;-}*’

De uitdrukking rechts werd door Christoffel gevonden in 1862. Hij gebruik-

A _
te het symbool { PK S . Tegenwoordig schrijven we g kk en noemen 4dit het

K
Chrls“tOffel symbool. Het is goed +tussen r ) en N te onderscheiden

omdat (‘ " later ook in veel algemenere betekenissen gebruikt wordt.
" Hlermede is de covariante differentiatie in een P vastgelegd aan de
fundamentaaltensor. Aangezien @ ) Gk identiek mul is volgt, dat ookV %Ak
‘f’ nul moet zijni Men evertuige z:.ch hiervan door ultschr:x.;jven. Men over-
- tuige zich ook dat Y A'A nul is en dat de eis v A = 0 gelijkwaardig
is met de eis dat de covariante differentiaal van een s calar gelijk is
' aan de gewone differentisal. :
1Is een E door invoering van een fundamentaal tensor ?.\x {met con-
stan'be kentallen t.0.v. enig en dus voor iederrechtlijnig coBrdinaten~
@telsel) tot T’? gestempeld dan legt 3‘,\;‘ een één-édncorrespondentie vast
usegen co-~ en contravariante vectoren.

kA
3.54) w, = g, v ; U= glw,
n plaats van w’,\ scarijft men nu ¥, en men beschouw?t U' en UV, a,ls één en-—
el geometrisch object, de vector zonder meeyr waarvan de pijl zr en het

ubbel hypervliak U, twec gelijkweardige mectkundige voorstellingen zijn.
ngevaolge

3.55) UK Ve = v" g'k.\ v

8 de¢ zin van U’ g,cllgk of tegengesteld aan de zin van v, alnaarmate Z/‘
het + gebied of in het - gebled ligt. Bij een nulvcctcr ligt z/ in de

ulkegel en raakt U, langs v aen de nulkegel (gecentreerde R.). Het

Tooes if — v, &n v}.,., ¥" noemt men het op- en neerhslen van indices,

len kan dit proces natuurlijk ook op eon of mecr indiccs van ccn affi-

_or tocpassen, Ingevolge V’“ 3“_ 0 is het_ proces commutaticf met hct pro~

yog_der covariante differentiatic, bijv. u
' ' L "f f
Goomctrigche duld:}.ng van Q-ch‘ﬂomm | e
Altcrnercnde mrmenlgvuldigmg van p contravamantc of p covariante
ctoren gecft cen p- vec’bor, bLJV-
351 et o plytwt
n dergelijke p—-vector heet ankelvoudlg. Men kan vewijzen, dat de B G
orwaarden voor he’s enkelVou&lg z:L:;n luiden '
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Hotzelfde geldt voor cen covariante p-veetor, Het meotkundlge beeld
van U "N g het parallelotoop der p vectoren U,.,.,l’ voorzicn
met con schroefzin dic door de volgorde dicr veetoren is Vastgelogd,
of colk tin p-~dimensionaal ruimtcdecl van willekcurige vorm in de 5?
dicr vecetoren, voorzien van dic schrocfzin, Hot kental ¥ P is de
projcetic van deze figuur op dec E, van de ccrste p asscn goemcton met
behulp van het parallelotoop der mcwtvbctorcn 0p dilc asscn on voorzien
van ¢on + of ~ tcken alnaarmate de mecgeprojcetourde schroofzin met de
sohrocfz%n 1...p corrcspondecrt of niet

Schrijft men ccn cenkclvoudige covariantc p=-

(EE) veetor

1 . i P

) 3. 59) Uj}’""‘P - }-! u}‘[j.... wi'}
' : i P

L“;*J, (pomtmﬂ dan uugyLEn de dubbel hypcervlickken der p vec—
toren in O cen balk, weervan dc begrenzing
3 bestaat uit Oﬂp’éarallclc éhﬁgs en die een
orientcring hecft om de balk hecn, vestgelegddoor dc volgorde der vee-
torcn, In plaats van deczc balk mct oricntering ken men weer cen eylin-
dcr nemen met dezelfde doorsncde., Den is /ur dc doorsnedc van die
~eylindcr met de 8 van de cecrstc P assen, gamctcn als boven cn voorzien
ven ecn + of - teken alnaarmete dc sehrocfzin om dc eylinder correspon-
decrt met de schroefzin 1.,..p of nict,
D¢ covariante cn de contravariantc n-vector
A’(ng%akq*hebben hetzelfde meetkundige becld, con n-
dimensionasl ruimbedcel met con schroefzin,
Maar. in het cne geval is het kontal de inhoud
en in hct anderc geval is het //1mhoud
' Bij c¢lk rechtlijnig coordinatenstclsel Lnég
bechorecn voor 1(derc waarde van p van 1 tot
M ecn‘stel van ( P) enkelvoudige contravari-
| 3 arte en cen stel van ( P) enkelvoudige cova-
riantc p-vcetorcn, te weton dc a2lterncrende producten van o maatvceto-
ren, Voor p=1 en p=n zijn dezc ook inclusief het tcken bepaald. Vooral
de n-vectoren '

!
1
i
[

o

;
W, (pess tief

x.“nn
' K K (k) 1 n
3.60) & St el g cnle. &
‘ s RS T W [ ] Ky ey
ixidn'chanbrijk Zij mogen vooral nict verward worden mcﬁ{? en
QWA...A , daar zij bij ecn bepaald coordinatenstclscl behoren,

1 n

\§ 4. Krommen in R,

. We geen nu cen reéle krommc in cen H, mct ecn positict d%;lnlbter
;fundmmentaaltensor bchandelen met kromlianlgc coord1natcn(§ . Zij dc
§kxommc gcgeven door

K K
4.1) | (_% = jA ("’u)
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wa*z.:rln t ven willckcurige peramcter op d¢ kromme is, Dc lengtc van
ch is gcgeven door

4,2) o ds =\, dEas’|

ds ig overal positief en Ids genomen vanaf onig vast punt der krommc
kan els peremcter S worden ingevoerd, Dat legt in alle punten van de
kromme bchalve het vaste punt con zin vast, de zin ven dc¢ bGocname van
8. Laf,ngs d¢ kromme is nu de ecnheidsvector

4.3) JK = _QLE:
A as

. - - . K 3 K3
- ecnduidig vastgolegd, D¢ zin van J. is dc zin van toenamc van § . Daar
we kromll;mlg,e coordinaten gubrulﬁcn is 0{3 gecn vector mcer, Maer

_QT_J is wel cen veetor, en wel -Lj A%y
A

4‘ 4‘) éCJ J ) - ‘_ % (3“’:_}\?(
Er besteat dus voor & ;o één enkecle ccnhcidsvector Jk langs de krom-
me zodat J *

X
. = K . k
4.5) £ - j ik

Is (S-K overal = Q dan is do kxomm\ eun rechte, Is {JJ crgens = 0 dan
is daar ccn inflexiepunt van de ccrsto orde en de wahrdc va_nJ wordt
den ealdear zo gekozen dat J langs de kromme continu en cen voldoend
‘eantal melen dlfferentz.ecrbaar blijft. Gelukt dat niet, dan wordt het
punt uitzeschakeld, K is de cerstc kromming, :.J M de osculcrende
bivecetor cn zijn viak het osculaticvlak, Ingevolge {4.5) leat zich

_‘S:Jkschrijven\
ds _ s ] x K K K®
+.6) Prat SR
waarin J‘: cen gcschik’c gekozen cenheidsvector L op J'K on |" isiK 3;
ligt vast maar '; en / "elk sllecn maer op het teken’na, Je ncmcn ier
san dat ’{ altijd = 0 is, Mocht [ = o zijn, dan is
4.7) §
. s /,\/1 =0

det wil zeggen, dat het osculatievlak voor alle punten ven de kromme
‘hetzelfde is. De kromme is dan ecn vlakke kromme, Is 4 crgens = 0 den
is daar ccn inflexiepunt van de tweede orde en de waardc, van / " wordt
dan aldear zo mogelijk zo gekozen dat / ¥ lengs de krommc conumu cn
een voldocnd sental melen differenticcrbear blijft. Golukt dat nl?f],
‘dan wordt het punt uitgezonderd, ”( is de¢ tweede kromming, 6‘/ /

de osculcrende triveetor cn 21;111 7\7 de oseul rende Ay . Ihgnvolgc (4 5)

a:n (4.6) is /k"(/k 0 en [z /35 . Bijgovolg last zich & S /3""'
ﬁschrigvon

£,7) ....-/ - / ¢ X Y3 K 50

* ! cfs 73 2 /s &A i

-~

& b («ld :’l K 4
rin A’ lop \/& ’/m en /’7 is. /U\ “is volledlé opas s s

: K
163
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dan is

r Je o)

4.8) Ty /[ / /g”g
dan 1s de kromme gelegen in een/? Is K ergens = 0 den is daar
een inflexiepunt van de derde orde en mgn legt / weer zo mogelijk
door continuiteit en differentieerbaarheid Vast Anderc uitschake~
ling als voren, g’( is de derde kromming, 244“ )/ / de osculerende
4~vector en zijn 7/ Q de osculerende "/? 5

Zo kan men doorgaan totdat blgvoorbeeld K =0 langs de kromme.
Dan ligt de kromme in een /R en de laatste vergelij}king van ¥renet
is S ‘

- K - K

J; ‘/m : -rf:-l Ay 7 mK-xL}O

In de //3,“ VOrmex}/:, ,/'k in deze volgorde een rechis of een
links systeem, Dat wil dan zeggen dat de kromme in alle punten een
rechtse of een linkse schroef is.

We vetten de formules van ¥renet samen. Daartoe schrijven we

4.9)

naast &5 =0,. , = 0 en bij definitie ¥ = 0, Dan luidt d¢ alge-
[s]
mene formule
K . K K
£.10) Sl k% sk Aw
P f? g;—«/g:,g p /o p=h.- '
. 5:0"{5\:0;..,){5:0.
en we webten zeker dat niet één der coefficiemten K, ,51 over

de gehele kromme nul kan zijn. Welkunnen een of meer dezer coeffi-~ .
cienten in enig punt ven de kromme nul worden.

Het is van belang het getal m , dat aangeeft da‘b de kromme in
een K, mgn ligt, vliug te bepalen zonder daartoe al de cenheids=~-
vectoren uit de Frenetformules uit te rckenen. Daartoe merken we#
op dat het vlak van & en /,f ook het vlak is van ‘;/ § enf 5 ¢
blijkens (4,5). bvenz% blijkt uit (4,6) det de7x7 van/K /:« en/%
ook de R is van *

af" S iﬂ{i en _‘.5_3‘5_ E.lfi enz. Bijgevolg is

ds ’ s s g I59S S m 5]
| S d <<"“ j[éfff AN s
f.11) ::ngcls c‘f'sg ds} s s ofs ds {LIS) =0

endarmede is een weg asngegeen om m te vinden door ecnvoudige 4if-
ferentiatieprocessen,

We gaan nu bewijzen dat een rele kromme in /R op rotaties en
‘tramlaties na volledig bekend:is indien \< ’ ’ ;5;’& als functies
- van s gegeven zijn en voor m=i bovendien gegeven is of de kromme
' rechts of links genomen is.laten we aannemen dat er twec dergelij-
ke reBle krommen zijn met dezelfde functies en eventuecel dezelfde

‘schro.ven. Stel dat dc eenheidsvectoren in de tangente en de nor-
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melen zijn 4%, /. en f » » K rosp, Den zijn dit in de twec
punten s=0 df beiden rechtse stelsels Of beiden linkse stelsels,
Men kan dus de twecde kromme door translatie en rotatic zo verplaat-
sen dat de punten s=0 samenvallen en dat in dit punt /’v = 45

\,—-x,...,n ’ Verder is nu in deze stand

<§ >
- K K _
4012) /\? \9‘1 ./P'&' + Q foun \3— Ao,
S gk' 4" ol <:o § K
~—— =z - K v » < = . N n)
els ¥ A l:-‘& + é; é*x o 7 -

en dearuit volgt

Cg . v/ - . Af i A
#13) as /o 1\5" ERESW/ f” MY/ )\fk
3

- K ‘Klg K -*FK . K

P*‘i.// =) A

g*e;'l“‘ . X \D/F prd
Js é? /Q> gl = M

Nu vallen de j-vectoren met de k-vectoren samen in s=0 en dus is

voor alle waardcn van s et

< K
42 /% é? = m.

en bijgevolg
4.14)

Dit kan echtcr bij re#le ecnheidsvectoren alleen indicn voor alle

weayrden van s
kK s

‘ K
#-16) A=K = K
Hiervan hebben we nu allecn de eerste veraellgklng nodig, die tot
uitdrukking brengt dat voor beide krommen de ~.£ voor alle waarden
van s dezelfde waasrden hebben. Daaruit volgt de identiteit der bei—
de krommen want voor s=0 is § voor de ene kromme gelijk aan { voor
- dc andere, Dit is het andere bewijs waarnasar bij (1.22) verwezen werd
Bij cen algomene kromme m=n in cen ﬁ) heeft men ecn raaklijn,
ecn osculatiecirkel en de osculercnde ﬁz, cen osculerende bol en de
osculcrende 2% enz. tot en met eexn osculerende hyperbol in de oscu-
lerende Z;i . Op deze laatste hyperbol liggen de osculetiecirkel,de
- osculerende bol en alle andere osculerende hyperbollen, Bij de bere-
kening van de osculerende hyperbel die net eender verloopt als in §
doct mcn verstandig rechtllgnlge coordlnatbn te gebruiken, Want al-
leen voor die coordinaten stelt § eGh vcctor}yoor. 21 nu
Ek f{s) de vergelmakmg van de kromme met f“o voor $=0 en zij

v FE)E O )ga- R

~ dc osculerende bol in f 0 met strasl B on middelpunt . Dan
. moeten de functie

4,18) QS{:}deFF/f("’) //‘) é)(( s}~ g)gk)}*ﬁ
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cn de ecrste n afgelelden van die functle nul zijn voor s=0. Dat
Wk

K R
secft voor / =,t\ feeey = 0 anC{ = 0 de vergelijkingen

L “1
£,15) S “f’ = K

~

L L
s 1" T oK
LI £\
£ ix = S dk
k., °? e s .
b = Y (k dk df% d k
. I T v e -~ K §
vearuit direé% volgt P A s NP d:w" ,P:) P=A,m

4,20)

§ 5., Krommen in &,
713

5.1) (§k - f et

de paramctervergelijking van ccn kromme in 6.,\ algcmene nict _ncodze~
kelijk rechtlijnige colrdinaten, Achtorccnvolgens vormen we nu de
vectoren
K
IS X k K v K
5.2) U’:?ié; v o= 3 v ; algemeen ¥ = &£ U
A dt N dt © Oi'b P!
en zetten dit proces zo lang voort als de nicuw gewonuen vector nog
. - . - - k
lineair onafhankelijk is van de vorige. Stel det ¥ § mEn de laatstc
m
vector van dc rij is, Dan geldt

53) _'iUL"' :O(Ul;k.~-£fKMJ

4 , ’*m}
waarin o een funotle dlc:rc_e5 is. Uit (5 3) volgt dat de (E vani}

lengs de kromme constant is en dat door de kromme in een 5 :LnE llgt
Deer we dan in die (f,m kunnen gaan werken kunnen we evengoed m=n s‘bol—

len., Voeren we in dezc onderstelling cen andere paramcter s in (ait
] ' -

s gecn lengtel!) en schrijven we b o, t voor de afgcleiden ven’t

aar S , dan is

5-4‘) : d?) 12 K " K

. en bijgevolg

5.5) TR 1t q{"* ..U“ﬂ

5"KNu weten we zeker dat o(nln (5.3) ecn berckenbare functle 1'5 van t,
omdat iwmmers alle coveriante differentialen van {( yoves ar lineair van
dezc vectoren afhangen. Stellen wo dus de invariantc cis dc.'t i.‘zoda—
nig wordt gekozen, dat de covariante differcntiaal van u N “. u "langs
 dc kromme overal nul is, dan volgh:
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“ 1 RGN B rer) 4
5.6) (”l J(uy +(t)( )

5.7 (")t e et

welke vergcllgllno gelijkvaardig is met

5 oQ
5.8) (Wl) 1~mdg:0
ot clt
D¢ oploseing is van de vorm

5.9) 5 =Cet+ C,

weorin twee intcgraticeonstinten voorkomen, Bijuevolg wordd door de
ingevocrde invarisntce cis ecn prramcter op de kromme vastzelegd dic
oD c.n vre :chuiving, van het nulpunt cn con verandering van de maatoen
heid volkomen is vastgelegd, Doze paramcter hect de effinc poramcter
van d¢ kromme in En

In cen fw‘is het nu gemakkelijk cen n-~vector con te wijzen, wazr-
ven (& constante differentirel nul is. Ga desrtoc terug tot cen recht.-
lijnig coordinatenstelscl (k) e nocm de n contraverisnie meatvec-
toren, dic bij dit stelscl behoren ?k:

K _ 1 voor K=A
5'10) § - { Q Voor K A
Dan is de x —-de = 0 en bijgevolg is ook de coveriante differen-
tiaal van de nnvector
5.11)
. k-'~-th\ ik . oo
& ;ﬁ nhel e } (dus 8 = 1)
() A n (x)

gelijk nul, Gaat men tot een ander rechtlijnig stelsel (k') over
dan is .
512)8 N Det(a
(w') (k)
en A is een constante, Men kan Sus door 5esch1kte .euze van de con-~
stante C, in (5.9) zo inrichten dat voor één bepaalde keuze van het -
coordinatenstelsel (k)

‘-Kk «h] k‘ oKy
5-13) ZL'- <. W = a
A 0 (K)

Beperkt men zich zoals veelal in publicaties over affiene differen-
tizalmeetkunde geschiedt tot rechtlijnige coordinsbten in é/ en to-
vendien tot transformaties met A = 1 (de speciaal affine-groep),
bedrijft men dus zogenaamde volumegetrouwe affiene mcetkunde dan ie
s op de liguing van het nulpunt na geheel vastgelegd, zodat men aan
elk stuk der kromme een specisal-afiiene lengte kan toekennen.

Geldt (5.13), dan vindt men s eenvoudig uit (5.5) es
(5.13): |

I ' AT
5.14) S :](QL. - ‘3{? ‘ vldy 4+ (
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Uit deze formule zien we dat s een differentisalinvariant van de
n-~-de orde 1is,

Liet behulp van de affine parameter gaan we vergelijkingen aflei-
den die enigszins op die van Prenet in een Tl,llgken. Z1ij 5 -0 €en
ount van de kromme, Kies dan aldear s=0, dan is s op ewn constante
factor na vastgelegd, Kies vervolgens in EQ enig rechtlijnig coordi-
natenstelsel (K) en laat verder alleen transformatics met & = +1 toe.
Jaezrmede 1s dan s helemaal vastgelegd. Dan hebben we de speciaal af-
fien invariante vergelijkingen.

5.15) dofr

e - O
ds A "

en hieruit volgt dat er een vergelijking moet bestean van de vorm

I 4 L8 A
5.,16) Y w o+ kU o+ . .+ K W o-o
< n A vt -y A
waarin 5 ’ ’ ﬁd functies van s zijn, die men als specieal affine

eerste, tweede, enz, speciaal affiene kromming zou kunnen opvatten,.
Meer de analogic met de formulcs van Prenet in f1, is slechts zeer

oppervlakkig en het is niet zo dat deze krommingecn over zouden gaan

in de gewone indien men in 5n cen fundamentesltensor zou gaan invoe-

ren, Wel blijft waar dat Ky oy Ko als functics van s gegeven, de

-1

kromme op speciaal affiene transformaties na vastleggen. Beschouwen
we daartoe de differentiselvergelijking van de orde n

de
5.17) Lo+ KL o+ o v KT =0 % j dzt
(") non-v) -1 48] ol s\

voor een functie z(s). Stel eens dat we vandee diff?rentiaalverge—
t g a = .
lijking n lineair onafhankelijke oplossingen z ,. .,z hadden dan is

blijkbaar
L 7 Z = QO

5.18 @
) (’TS £1) (-1}
hetgeen men ook kan ultdrukken door te zeggen dat de zogenaamde

Wronskische determinant van z ,..Q,Z

d {K Ky y‘n]

yARN 3
1 7h
L . . . 4
5.19) (") ()
sl
A
{h-t) (vet) 4 n

cen constante is. Icdere homogene lineaire funetie van 2 ;...5%
o . . n N : oy ka,
“met constente coefficienten is weer ecn oylossing en men xan dus
‘ 1 a . . . 2.4 = iS
gemakkelijk z ,...,2 2O Yiezen dat die determinant juist = +1 .

Dan volgt echter, dat

5‘20) . ",
T Ckk'zA ;(j%k: mxmtmﬁen)‘ﬂvt\p e
A ,

. 3 . K e &
de mcest algemene oplossing van (5.16) is ©ij 6“5V°ﬂ NERIEE BN

18
dlc tegelijk sar (5.15) voldoet, Dasr echter 1L = %T;— volgt wegens
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K
s=0 veor £ =0

5.21) C§K - C%;4}zxds

Je kromme is dus inderde ad 0p ecn speciaal-affine transformatie na
vasitgelegd.

Intussen is er een ernstig bezwear tegen dezo g\helc techandelings-

wijze, lien kan eens alles gaan uitdrukken in zr‘ -%ﬂﬂen alles wat
. (s
cerult door differentiatic naer de algemene poremeter t ontstaan

kan, Ingevolge (5,5) en (5.13) is

i
L1 nly
5‘22) Olb - ( bu U ) \nfi
mt‘ A n
en vijgevolg 18-%% s Waarvooer we eemstp(t) zullen schrijven, weén
&

bekende functie van t., Differcntistie nser t met puntern sanduidende

krijzen we dus nu (links wordt altijd naar s gediffereabieerd!)
b L
u‘:u;v&*

4

L_ik - \4;2 zrk U *U’k

5.23) l?lk = \g U 4 3ytp 7" +(1 U'“V ‘1” ‘é)K
a® :Lpl)'+6q:x§}-u(7L§Lfrqtti ;;)"f“—?
p ST T R

K
wazruit we aflezen dat U ven de orde t-t in @ is en dug, omdet @
K . -k Voo
zclf van de orde n in é\ is, von de orde nei-i in % . In het
bijzonder is M van de¢ orde Ir 1n_g Bier volgt ecn tobel van de
[T 3]

orden der tTermen weaarin zich de lL laten ontbinden,

23 13 =" w, oY K
v big 24 D . v 13 b

% ‘4 kN % vy- ) FRNY Yi
U 9 - - . . — - -
A
1L (s T} n - . . - -

Y
5.24) of pea ondaon .. - - -
3 { ' ‘ ' X .

K 1 ‘ A n ‘. 1 . N
w in-f n-3 n-d . . n 2! -
,\:L;«\ In-d inok o w-3 . SRS S R | "
1Y
u In  m-1 L=t L. n+3 hil ey

Om de orden van % y...s ¥ te bepalen berekenen we deze groothe~

n-4

den in (5.16). Ingevolge (5.13) is

!:’ Prefor ol WMok et n}
5027> K =z ~U - « U U L ... J 6 = /J"'l”‘l
L A LT A I N A

w® . Y1
In het alternerende product van U ,..., U treden alleen de volgendc

n-L-\

Ko K X 5
termen op: in w'de term met ¥, in u de term met ¥, enz., Dezc
A " n o
zijn elle van de orde n. In uf,ﬁl .-..:IL kunnen aa “verder nog tex
n 4 LA

men met L* ,...,l) optreden. Daarvan uv,ft ?f in Li de hoogste ord:e,

. Resud.-
namellak n+1+1 en dasruit volgh datb t Vuﬂ d@ OTdb n+1+1 is. &
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taat is dus dat we langs de kromme in elk punt een specisal affien
inverient met de kromme verbonden stel van n veetoren hebben van or-
den, die ten hoogste n, n+l,..., 2n-1 zijn en det de tcn opzichte
van dcze vectoren berckende "krommingen" f Yooy &.ton hoogste van
de orden nyn+iy,..,xnh-1zijn,

Men kan nu natuurlijk vrezgen of het niet mogelijk is stellen
van n vectoren van lagere orde te vinden, die cveneens spocisal af-
ficn met de kromme verbonden zijn,

Winternitz heeft bewezen dat voor n = 3

~ \-< [ LS k K K k K
5.28) PZ2N-N ¥ R 2 Y A PR P "/L"‘:L
A A ! x 3 3 -
cen dergelijk stel ven de orden 3, 4, 4 is c¢n dat
R ‘LK: A
ds %, -
o Ay "
5»29) oD L s )
é‘ "b = '}2 'L 2 '{2
2 LA “ ".
Waarin‘g “Aﬂ<5 { = qiq . De coefficienten { en‘£ zijn nu bei-
de van de vijfde o de ).~het zijn dezd coefflclanCﬂ bn niet R ¢n

K diec men voorn = 3 bij voorkeur specical-affinc kromningen noemt.
* Last men de conditie A 1 vul]en, dan blijkt uit (5.14) dat o5
Ix l‘t(‘

zich transformeert als (U ... 2 )tz , d.w.z, dat ds bij trans-
formatie een factor / (z) hrlggt cls is dus een sealcire A -dicht-
hoid ven het gewicht -'f( ).
1) Zie voor verdere bijzomderheden Blaschke Vorl,Diff.Geomctrie 1L

blz., 76 e,v,
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§6. Invoering van een lineaire overbrenging in een X“

Bij de behandeling van een kromme in [i en &, zien we dat het
hele proces daarop berust dat men in die ruimten een vector paral-
lel kan verplaatien naar een naburig punt. Qok al gebruiken we
kromiijnige coordinaten dan maskt de paralielle verplautsing het
mogelijk de kowariante . differentianl te definiéren als het ver-
schil tussen de naar het naburige punt verschoven veldwaarde en
de oorspronkelijke veldwaarde in dat naburige punt. Men zou dus
in een Xn eens een dergelijke parallslle verplaatsing voor ledere
richting in ieder punt kunnen gaan veorschrijven. Dit noemt men
het voorzien van 'Xnvan een pseudoparallelle verplactging of ook
wel esn overbrenging (displacement, connexion, Zusammenhaong).

Door een dergelijk voorschriit worden naburige locale E,n‘s die oor-
spronkelijk in Xh niets met elkaar te maken hadden tot elhaar iu
betrekking gebracht (vandaar de namen connexion en Zusamnenhang) .
Beschouwen we in X esrst sen contravariant vectorveld U'K
Is U de veldwaarde in ?‘ , dan is e d o de veldwe ardc in &+d £

‘.) o~
Noem nu volgens het VOOI‘SuhI‘lf't psaudopardllel van f xuura; *dE
verplaatste veldwaarde o + D ET In £ +dcb owtam nu twee
veldwaarden, de- oorspronkellgkze ' du® en TR d ¢ . Het

* » .
verschil van die twee Hr - QIU is ae covarlantp diffsrentiaal
w®

K ‘ (4 v
van U . Irwcierclada is dit een vector. lmmers, ¢ “+d v o is tﬁ,—n

vector in § »dé alwaar het veld b\ de veldwaarde F\ + d A,\ heeft.
Bijgevolg 1s

bR K w LY " K x kK% x ®, WK

€.1) v d e ;{Ak4~&ﬁkﬂund{ﬁ):Akuerhdv-*UciAK
en dus " ', % W
6.2) N A

Maar we weten dat

6.3) dvzd(#\ I AT Av+udﬁ
zodat

W' % ) * "
6.4) &v'_dv:}-\ (dv" dv)
waaruit het vectorkarakter van dy" d 2" blijkt. ﬁi’c verschil is
trouwens nie+s anders als de differentiaal van U’ gezien van hed
standpunt van een waarnemcr, wiens coordlna’senstelbel pseudoparal-
lel wordt werniastst.
We b(-:.a en ons nu tot lineaire overbrengingen, d.%. oOver-
brengingen voldosnde aan de volgende voorwaarden:
1. Is ¢ een grootheid (indices weggelaten), dan isd @
een grootheid van hetzelfde soorts
2. §(p+ W) = Fo+TY
3. 8¢ @ ) 2(5(-15}‘1’ + %6’1‘[ (regel wan Leibnitz),
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4. &P is lineair in df"

5. de regel van Leibnitz gzldt ock voor overschuivingen;
6. is ¢ een scalar, dan is §¢ = d

Uit (1),(2), en (4) volgt voor de covariante differentiaal
van een contravariante veotor U‘H

6.5) Sov-dyt+ f‘“ vdﬁ}k (o e k}.vk)dﬂéﬁ

waarin t‘h een geometrisch object - met r® kentallen is met de
transformatiewijze

K r i »f“‘k K'
6.6) = A, v o = A Ay

k,..{?t K w! A
Blijkbaar is f;«}‘ geen gecmetrlccae grootheid
Uit (5) en (6) volgt

}»\7\

6.7) d(v»&w )-S(Uw)~duw + 1 ,vw +u6“w)‘

dus
6.8) Sy = dury - T8 w, d € = (3, T w) dE”

en dus ingevolge (3) bijv. voor de aff:.nor

6.9) & P, -0, P, T rf, 1; P?v_,” mdcg
Voor elke index boven (beneden) treedt een term met positief (ne-
gatief) teken op. De uitdrukking tussen haken in (6.5), (6.8) en
(6.9) heet de covariante afgeleide en wordt gesymbolizierd door

het teken V
I ®

M

VU = QU +V;,\ v

6.10) V}*wh = é uk - r,,w
A £ rT ok Tk

v F’”-e}_‘p +r p-w* Fapcrv*ryp At
De uitdrukking
6e11) i e&; i ;

transformeert als volg}c; a N o
r - A t r —-— A ¥ b A

6.12) P {f BT TR

- '-l* ;‘;J, - a}*‘ 2@3 A

en is dus eveneens een geometrisch object maar geen grootheid.
Uit de transformetie van een n-vector W, volgt, dat
A A ) h ,
1 j - -1
6.13)‘&;‘!'.:”‘:A3""ﬂ' w‘)tt Aﬂ ~.n‘ A“'.‘A‘n‘lﬂ;;"”wa w;"'n

en het kentalw, , kan dus ook worden opgevat als keuntal van een
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scalaire 4 -dichtheid tvan het gevicht + 1. Nu is
6 14) wal “’s d wxz “%r\“n r ﬁ\ wl"‘ﬂn.np]dgp
en daaruit volgt da‘b het 7. -kpn'tal hierven is

s ; o —— 4 ,."
6.15) 5’&." S = c/?ﬂ' A ﬂ‘”“!—?l "'"jl..”'h-Jf é_c R /“ Wiem 5ot

Daarmee hebbe n we echter d.u covariants dii’feren’claal van een scalair.
A\ -dichtheid van het gewicht + 1 en dus ingevolge (3) ook die van
een scalaire A -dichtheid van willskeurig gewicht F gevonden.

616) ? (}/: dé}»?‘ fan 7"(5/ (c (/’ z?;@'/)(l‘;

Precies cen derge 1131{‘, formule geldt vocr ouwon\, scs 13.&“3.1\, dichthedc

Hloruit volgt, dat voor ecn affinor [ -dichtheid of affincr-dichtheid
A van het gewicht 1) ¢ldt :

’ K ,nO | (s
(j%j r{af X"i"f/:/oﬁ)- / /b f/“ ‘ }dé
Een met ¢ iheaire overbrenging ﬂec,‘s s .[s de ovprbrwgln

"

- symmcirisch , dewez. is de affinor

v e K K
C; A F F;u 7\1
(controlecr dat dit e&n afilnor is ) gelijk nul, dan heet do Lneen H

In een"? bestaan infinitesimale parallelcgrammen in isdere

stand. Ga namelijk uit van twee lijuaclementen C/E en dé in het-
‘ A

5, 7

&

zelfde punt en VuI‘lzlJ‘u?uJLS ulk pscudo-
parallel langs het ander element
Dan gaat E’ £Kovex~ in

a gi". 8T g

=
/ K .

enié in @[K c[’“/"“ ?\
: - ‘ Cj 7

i Ré 1§ SAES .

‘De sluitvector van B naar A is dus juist 2 S jg c/é

We vonden reeds dat de overbrenging in E, en P,, ’ d:u, bij ue aldaar

be #taande gevone parallele verblaatsmb behoort op kromlijnigs coor-
2 N f — - - - "
dinaten tot symmetrische [,y voert. Benf,en sen I, zijn dus speciale

- gevallen van een An . Berst latcer zullen we zien wanneer sen An cen
Xp of eenR, is.

Men kan in een Yn in plaats van ecn overbrenging ook anicre dingep
i invoeren, bijv. een maat voor het 1lijuclemcnt. Doet men dit voor cen
“redel tensorveld QM( van de rang n te geven en de lengte van ecn liju-
~elcmen'b di"(vast te leggen door de vergelijking

i
o.c1) ds = (g &’ C’é")b“j»
~dan krijgt men cen ruimbte met ecn Ykwadratische maat' (mit quadra-
tischer Massbestimmung), die \/,, genoemd wordt. Kennelijk is dlcderc
fn\,looale En in V;—, ecn 7\31 en is een?n gen sSpeciaal geval van ecx%

( ds hect de lengte vand K 1s de fundamentaaltensor indefiniet,
dan kan de lengte van sen recel lijnelement nul worden. In de loecale
T vullen deze lijnelementen de locale nulkeggl, Uic het +-gobledw
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viar gmc:}f‘ d{g,“ >0 is scheidt van het -gebled, wunr 9 A c‘rg A(gxco is.
Ben kromme in V, , die cveral nan de loeale nulkegel roakt hact
ecn nulkromzz. Is de fundamentacltenscr lefiniet, dan komen cr geen
reéle nulkrommen voor (let op dat de tensor gay fltijd regel gedacht is).
gm(hept de covariante fundamentanltensor der W . wvennls in Feﬂ
kangkA en zijn omkering 9“* (d¢ contravoricnte fundamentacltenscr) wer
den gcebruikt veor het op en necr halen van indices, cen proccs, dat men
licfst allecn toepast op grootheden. Vwandaar dat men bij precticucn
nict gaarnc indices recht boven elkoar zet. Bij algemene cbjceten bijv.
r}mﬁigsdaartcgen geen bezwaar.
Azanyezicn de loecalce E,in icder punt van.\ﬁaon;?1is, soldt nlles
wat in §3 over lengten en hocken gezegd is in iederc local;7§”
De belangrijkste cigonschap van ven Vi is dat door hot vieldgax au-
~tomatisch een symmetrische overbrenging QQ: is vastgelogd. We bohoovel
‘daartoe slechts te eiscn dat

we w - - " —®

‘e.n 6.22) Yﬂf].ik . 0 .
6.23) s O,

Uit (6.22) volgt nameu;ﬁ'

6.24) D

1 £
Ire = Dm Fox * Cax JdpA-
Behandelt men deze vergelijking op dezelfde manier als 3.39), dan
‘volgt

K

6.25) Cuy = {M} = a3 g 3 Guv - B ap).
, Met bchulp van de covariante differentintic kan cen kromme in
precies op dezcelfde manier worden behandcld als cen kromme in'F? « Alle
formules in §4 voor kromlijnige coordinaten in ®, blijven golden. Allcon
lmggen nu nataurlijk de raeklijn, het Osculaticvlak, de osculirende
en de verschillende osculercnde bollen stecds in de lokuluF%vun net
beschouwde punt. Immers, in.Yg bestaan goon rechte lijaen, viokke uit-
gebrceidheden of bollen. Is K overal langs oe kromme nul, dun spreken
we van esn gooli.tisehe . lijn. Do vergelijking luidt

1§k ]
6.26) 35 %% d + f;'j‘ ‘/g:f ‘:15—' - 0.

sA ds ds
hAangczicn de tangentiaa lv¢ctor“§;§$ zieh dus langs d¢ krommc

&aeu&oparall :1 verplaatst is con juodetische 1lijn in de p3cst roechte
lijn dic 1n\é ken bestaan. Men kan cehter aautoncn dit in con V,da Bu0~=
ietlsche lijnen tevens oxtremalen zijn, d.ow.ze Gc neest korte of de

ggest lanze krommen. Dit staat in verband met de begrippen in doe volgosw.
&ﬁ § ontwikkeld

b

§7. De afgelcide van Lic ¢n dic van Lagronge.

A. Do afgeleide van Lie.Stel dat in cun gobied van X,ecn cindig
1$e&1 veld vy jﬂg geven is. De overgang 8% v"E neet dan cen infinite-
lc punttransformatic. Buschouw nu de diffcroentinalvergelijicing
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7.0 dnk | gy
ar \'L (q )
met de beginvoorwaarden
T.2) '1 §"‘ vior t=o

Wordt.de oplossing om:vukkeld in machten van + dan onstaat

73) 'T)-K:;K‘P (; )f*
en Ait stelt co'eindige punttransformatlcs voor, die een gopledige
(dwi. con grocp met 1 parameter; hier t) vormen, dic naar mcn zogt
door de infinitesimale transforaatic v'dEwordt voortgebracht (erzeugt).
Bij asngroeiing van t doorloopt ieder punt K een gtroomlijn van het
veld ¥, De stroomlijnen zijn dus voor de fransformaties (7.3) inva~-
riant., lMasr men lette er alvast op, dat niet iedere punttransfoimatie,
-die de stroomlijnen invariant laat, tot de groep (7.3) behoort, Dan
zouden er immers meer dzn oO%ransformebies zijn en bovendien levert
,v“ .-:mp“‘ wasrin § een functie dergKis, in plaats von 'L’K:—.\;I”eeﬁ andere
differentizalvergelijking met andere oplossingen.

Zen veld ¥ levert dus stroomlijnen en een bepaaslde groep van
puntiransformaties. Zij nu

7.4) = F(E

een ven die punttransformeties en

. oK )
765) \g - "‘f (q ) ’
de omkering. We introducerem nu een nieuw coordinatenstelsel (X') zo-
danig dat voeor :Leder puntg de coordinaten van het beecldpunt t.o,v.

("), dus de }? 'numeriek gellgk 'zijn aan de K

! -
1
7.5) *‘ (S 'E z= S ( A).
Daarmede is dan de tru.nsJ.ormat1.,i01umm voor de overgang ven (1) — (K")

gegevens

7.7) g ‘P( } f "':}\‘).

Vullen we nu voor /(g) dc Waal‘d m.t (7.3) in, dan velot
Se 3 (g e
. f
a-gzgk» §z Yﬁ(g'\}f*

Deze overgang van (K) tot (') noemen we het meeslepen van het ¢gor--
dinstenstelsel!Kydoor de puntiransformaties (7.3). Hiervoor geldbs

t t ‘“l ) s > 1
R N T S T N N ) RN

7.8)
g’
5
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Stel nma, dat er enig veld bijv, f fiﬂ gegeven is in Xn‘ Dan vormen
we eecn nieuw veld P .f‘ s zodanig dat de Lu?tallen p" )ﬂ in het punt
q numeriek g6113k zijn aan de\kcntallen P. . in 5 Dit proces heet
het meeslepen van het veld P ! K:/4 door de punttransformatie (7.3):

kecntallen mesgesleept veld t.0.V. meegesleept coordinatenstelsel =
= kentellen oud veld t.0.v. oud coérdinatenstelsel

. . KA .
Indicn mocht blijken, dat P p =P f?/‘ dan verandert het veld niet
?oc* hot meeslepen en het heet inveriant bij de punttraneformatie (7.3)
. Schrijven we dt in pleats van t in (7.8) en laten we de tcrmen van
kogere orde weg dan krlggen we het stelsel (X') dat uit (K) ontstaatb
foor mecslepen over 4%elt : K ok ok
b rg =& K’g ~ et ,

1 N {
ékz gk:ﬁk ._('Q:/(fkcl“{'_ _
¢ VWe vragen nu naar de kentallen van enig veld PUN gat over v diworat
f%egesleept De kentallen van dit veld $.0.v. (W) inj@,v“&tnmeten nu-
f}rie“ gelijk zijn aan de ¥cnbaellen van het gobevbn vvl& in gK. Bijge~
fblg zijn de kent llen van dit nzeuwe veld in §4-d t 0.v. (K) blij~

Qns (7"}) r.&'\p F&/o (/L _Q/\v,ﬂd?u)(gl\’_*%?v c*; pFP

= /Df";)_ D /.39\\//0{-0»/—) %é’bd‘f

. Om de kentallen van het nieuwe veld in g te verkrlagen moeten we er
;45 vﬁéu!D,Adfaftrekken en voor de veldwaarde in 3 krijgen we dus voor
Bet meegesleepte veld

PRy = v P - Py Pat + PPy 2wt
Dit is weer ecn affinor en daarult velgt,dat de uitdrukking

(wﬂ&AP&\fpff@vpaP?AA?vﬂd%
jen affinor is. Deze¢ affinor heut de Lie-differentisal van het veld
g;RkAﬁao.v. het veld o dt, De affinor

I}-p].{/\ Z‘-d?f /{*D ﬁlf;\ "ipf(/) ’>,\\J""O-— pd.‘f\ ';'G“UK

?Onstunte van de twee velden F’Aen w®, Hen 1ette er op dat voor iedere
index boven (onder) een term optreedt met cen negatief {positief) teken,
5N>t andersom als bij de convarianteafgeleide)

[ Een veld is dan en alleen dan invariant b11 alle transformaties

r door de 1nf1n1tesimale transformaties v fcltvoortgebrachte groep,
dien zijn Lie afgeleide t.o.v.,&ﬂ‘overal nal is.

Voor de Lie afgeleide geldt:

1. De L.A. van cen som is dc som der L.A, der formen;

.2, De L.A, ven een vouming is de vouwing ven de L.Aj-
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3. De L.,A, van een product of overschuiving is onderworpen aan
de regel van Leibnitzg
4, De L.,A, van H'f\ en van f‘v’{zelf is nulj
5. In een Ap mag men in formules als (7.15) overal (tegelijk!)
ﬁ%vervangen door 8“ (bewijs dit voor het geval 7)

Voorbeelden:
7.,1€) Scalar: Ds = Qr)‘*?)ﬂs
: i
7.17) Vectoren: a) :Qu” = fup'B wf o ND v
b) Q‘V.}/\ - ‘UP ) ,\ + q’\i‘h ?:'A'U;u
7.18) p~vectoren: a) QM*@: M éAu“”“P~->ule’ ﬁ?hykd
- M
| b) LN M Su Wy *Pddu[mr K, Aklvb
~ventor: : ‘ M
7.19) n-veator ?%\A‘ %b( ﬂv D )

7.20) A ~dichtheid of dichtheid gewicht + 1: :Do; 0 &q %V)
7.21) affinor { -dichtheid of affinordichtheid gew1cht4w

DRa= V%Pl w Pl Wil PO P G

De formule voor de dlchtheid wordt afgeleid uit die ven de n~vector
op dezelfde wijze als in § 6.

B, De afgeleide van lagrange, We moeten eerst iets weten over de
trensformatie van ruimteintegralen bij overgang tot een ander coor-
dinatenstelsel. Neem het eenvoudige gaval n=2 en beschouw de inte-
graal

7. 22)'£%YXJ).JRMJ
in gewone carte31ache coordinsten over cern gebied [z van het X, Y-
viak, Daa_rbld hoort de bekende indeling in blokjes

— """T'\‘x
7 u23> {_'/ v

i/
N

X
Ge nu bijv, over tot pocl coordinaten

7.24) x =pPcos ¢
y ={Dsin LF
Aangezien
dy =sin@dp¢Pcosq3d@
is de functionmaldeterminent gelijk san 0, en de functionsaldeterm.i-

nent van de omkering X,y — P. ¥ s die we /A zullen noemen, gelijk aan
P". Dezelfde ruimieintegréal kan nu 00k in ﬁ en %’geschrevem WOXr=—

den. Zij
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den komt er weer een 1ndeling in blokjes en de inhoud van één blokje
is pdpdY, Bijgevolg is

24 pot
7.27) //<::jééip f

L
-
i

7.28) -
f?(x y) edxely = / pYln ) dpde
Daaruit volgt dat bij de ovelbang XY= q>ae 1nteérani een fac-
tor A7 f krijgt. Dat wil zeggen, wil de integraal invariant zijn,
dan moet de integrand een scalcire A -dichtheid van het gew1cht + 1
zijn,
We gaan dit nu algemeen bekijken, Een contravariante n-vector
in £, stelt en ruimbe-deel met een schroefzin voor, Ben infiniiqsi..
maal ruimtedeel in X@ is dus, met de schroefzin die daarasan worih
toegevoegd door de natuurlijke volgorde der coorllnwten, gen 2cavrs

variante n-vector. Schmlgven we daarvoortdf - dan kan de In-
tegraal . j
ef
7.29) / of
alleen invariant ZlJﬂ Wannaer17 cen scalaire /| -dichtheid wur het

gewicht +1 is. Want optelling van grootheden In VETSChillcuﬁc T
ten is in X alleen mogelijk voor scalairen en voor n~v.3tor 4 -
dichtheden van het gewicht +1. Het kental df'”" kan zoals we vrosa-
ger zagen ook worden opgevat als kental van een scalaire A ~dickt.
heid van het gewicht -1, zodat zich dezelfde integraal ook lzax
schrijven

7.30) 157”/7(

waarin ch die /! -dichtheid voorstelt. (7.29) stelt veor de liminav
van een optelling van n-vector A -dichthed o in verschillende pu.~
ten en (7.30) de limiet van een optelling van scalairen.

Iedere n-vector laat zich schrijven als alternerend product vin

n vectoren, zZij dus
' ®, .. K, K c K
.31) d% = M. ({ . /5 H]

waarln ctg . Ctg willekeurlg gekozen llgnelembnten zijn, Kizast

we nu de lijnelementen zo dat

7;32) §1chci : c;:frgz:o NERPRURE Q‘ih:u
o0 L dEadst L dBn

P w0 -0y
0

ANA
1!
©

G 7‘;( ) i { M‘ 'h{
R

1 ("‘ ‘ 2 ) SO
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wat daarop neerkomt dat we de lijnelementen net langs de cedrdinaten
krommen van het stelsel (K) leggen, dan gaat (7.31) over in

foen c1 n
7.33) / =g, el g

en de integraal krijgt de vorm

. o . 1 m
70*'4) J C'( s " C.( E’ '
o Lath e

behorende bij de blokjesindeling gegeven door het coordinatenstelsel
(K} We gebruiken in het volgende een stelling over ruimteintegralgpk
afkomstig van Stokes (ook genoemd naar Gauss en Ostrogradski). Isﬁq
een contravariante vector 4 —dichtheid van het gewicht +1, dan kan men
bewijzen dat giﬁﬁ}* een scalaire_A ~dichtheid van hetzelfde gewicht is,
Nu is een elementje van de begrenzende {,, van[,een contravariante
(n-l)~veotor,ﬁ§ie zich ook laat opvatten sls een covariante vector
ﬂ —dichtheid.f% van het gewicht -1, De stelling van Stokesmﬁfgt nu dat
wanneer een aantal voorwaarden ten asnzien van het veld ﬂ? en de be-
grenzing 0., vervuld zijn, de identiteit

N M n A P
’ A i
D = 4\0 CIZ{
7.35) j /«’?%(} eff / A
Tn Cher ‘
geldt, die de ruimteintegraal omzet in een infegraal over de begrensing.

Opmerking verdient dat deze identiteit steeds geldt wanneer maar 2o

en de begrenzing aan zeker analytische voorwaagden voldoen, Het doe* er

niets toe of’fg}<zich werkelijk als vector-/l “<dichtheid transformeert.
~Alleen zijn de twee integralen dan niet meer invariant, wat éns helemasl
Eniet kan schelen, bijv. wanneer wii niet van plan zijn andere coordinatex

te gaan invoeren.

Om nu de afgeleide van Lagrange Te definieren mehen we de volgende
?onderstellingen. 713 %2&;.A=zr..h! een stel functies van de Ef*en
laten CZD/U‘ , 4’{/&%‘1 -+ staan voor a“ é},} y Oy ;‘A f_[)A , enz, Laten deze func-
ties gedéfinieerd zijn in enig gebied van X, en aldaar continue afge-
leiden hebben tot een zeker orde. ,

Stel vervolgens datﬁfleen functie is van,de.§y‘en hun afgeleiden
tot een bepaald gegeven eindige orde. Dan is L via de d&kep hun afg:-
leiden tenslotte een functie dexr ngie in enig gebied der Xh wel ge-
idefinieerd is.

Taat ten slotte in dit gebied U4, een bepaald gebied zijn dat

- door een (n-1)-dimensionaal gebied Tj., begrensd wordt en laat er en

| continue punttransformatie bestaan zodanig dat de vergelijking van Tw.g
- ten opzichte van enig toegelaten coordinatenstelsel in X, de vorm aan-
#neemt van de vergelijking van een hypertol. Dit alles om "rare" vormen
' van T, uit te sluitens
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We beschouwen mu de integraal over I,
4 2
7036) f ‘7(0(% ..CJET

en nemen aan "dat deze integratie werkelijk uitvoerhasr is en een eindige
waarde oplevert.

De ébh mogen nu variaties cﬁéﬁﬁ_ondergaan en wel zo dat de varia-
ties van d? en van alle in dC werkelijk voorkomende afgeleiden daarbij
nul zijn op Thy e Dan geldt voor dc¢ variatie van of

7.37) dd - c}fw—- ?ﬂng}//,

waarbijwi] de indices A voor het gemak overal weggelaten hebben ( > 'clé
staat dus voor ecn som van |Y termen, de volgende term voor een sol van
mN  termen, enz.). Uit (7.37) volgt dat

7.38) o [Q() ozx‘,.,axg ( ‘§ 3{% 1 :DS%{% Qf’rg)/,c...} cféi_
, O .

en door partlele integratie verkrlggun we hieruit

(o, £ T astan
7.39) l fdg 'f }d}‘i},‘%—*p;f&a( "":’M‘;{)'é""m.\ 4

f[ (aqf . A( b, ~;ﬂ%év/;’-—g%gw);,..w;1.»

m
de tweede 1ntegraa14van de vorm

7.40) [ 2 Phag . ag”
T

h\ .
is volgens het theorema van Stokes kan deze integraal worden omgezet in

-

een integrasl van pbtover de begrenzing (,., . Daar echter iederec tern
van Fﬁltop (4 .,nul is, omdat aldaar immers ol y 45u,enz. alle nul
zijn, is de integraal (7.40) identiek nul.

Hieruit volgt

-\ afi v T
) P IT SX RIS

De uitdrukking

) £

N cle ?j ') — e
GG A8 RECE =

%
3

waarin de indices 13 nu weer ingevoerd zijn, heet de Lagrange- afgeleidn

i}va.n oe ten opz:.chte van @_A ..

Is [bﬁ} =p, dan is de variatie links in (7.41) nul voor iedere
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keuze der varietie 34&31& danrmede is dan de eerste voorwaarde verwvuld
het extreem worden van de integraal (7.36) over Tjy.

De wergelijking [\f]A'-'O heet de = Vergelijkine van Tagrange in de
niet-invariante vorm. We hebben immers over de transformatie van &£ niet
goesproken en ook geen coordinaten getransforx;é;rd. In deze vorm treedt
de vergelijking bij voorbeeld op in de klassieke mechanica. Deﬁ{ i" redu-
ceren zich daar tot &én variabele Ten T wordt niet getransformeerd., o
is dan in het eenvoudigste geval een functie van de zZogenazmde noodzake-

lijke coordinaten g°j of =t ff van het stelsel en hun ezrste afgelei-
den naar ¥ en de vergelijking luidt

{ Py . oot
2 Oeh / __.D 0‘: , 07 clef E_..Ci'-.. ‘ z I
Te 42) ﬁ;—m - ‘;{g—? 3 /i_”l =0, ‘? = PYR s 4 . .

y n
 en vormt de eerste voorwaardie voor het exbreem wercden van de inﬁamaaljﬂ#qf

vt
. Het komt veel voor dat deo tﬂ( &’y kentallen =ijn van een groot'ieid
in X,,\ of ook van een verbindingsgrootheid tussan 'i(n en een andera
ruimte, Uit het invariant zijn van de integraal

: % A N
| 7.43) f[oUAch{DA g, g

23 -

A
- volgt nu dat [£] dcﬁﬂ een scelaire 4 ~dichtheid van het gewicht 1 <in

|
"moet 2ijn voor iedere waarde van de variatie Hcfia Is dus }QQL‘,L
~een grootheid fn Xh of een verbindingsgrootheid dan volgt dat L.{J"L
evenzgeer een grootheid in ){n resps een verbindingsgrootheid is en dat
T"';geldr&'.z

£ .[l 2 . . . f}“ -
| cove valentie [[f in X;; en in de andere ruimte = contr. vrlentie M @,

‘ aldaar
- £ } A
Contrn i LA " 1t " " i 1 1t = C0OV. ]
; 0l
) j! . . “,—3 ? A e
_ gewicht I.‘ﬁ} in A, = 1 minus gudieht a \.Aal:,a.ul.
gewichy [f }A' in de andere ruimte = - gewicht D‘Cﬁamaar.

8., Krommen van extreme lengte in % .

We gaan nu op twee verschillende manieren bewijzen dat de geode-
tisc.he‘lijnen in V;'q althans aan de eerste voorwaarde voor het extrecm
Z1jn van hun lengte voldoen. Eerst gebruiken we de afgeleide van Eiz. |
: | Taat een kromme tussen de punten % en &

%

gegeven zijn en verder een willekeurig
veld ¥*. Worden dan de punten over #"ait
verplaatst dan ontstaat een nieuwe krommeo

i ® . PO R S
en het algemene punt _§ komt in § "+ v f‘ i
We willen nu de lengte van de oorspronkes

BIBLIBTHEER MATHEMATISCH ;ENT&U%

i
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lijke en de verplaatste kromme vergelijken. Om dat handig te doen breiden

we het Y?ld 7% . dat corspronkelijk alleen op de kromme gegeven was, €p
de aen of andere manier continu uit over de gehele omgeving der krommern -
Dan slepen we de tweede kromme met het veld ﬂhm terug over -U't, Dan
hebben we maar é&n kromme, waarvan de lengte gemeten moet worden eerst
met behulp van het oule veld 0, en daarna met het over -%" it ferugge-
sleepte veld 9as » Maar dat teruggesleepte veld heeft zoals we ge{iﬁ%.
hebben de veldwaarde

{Tet ep het + -~ teken van-

~p— Yol e Qe - - 7: 3] 3
8.1) 1w Dog ot wege het teke ;1n
Ak ket ).

T . . . . K
waar1n~%“hx de afgeleide van Lie is van 9, ten opzichte van het veld
L ] L
»Dus is

~

2) CA)\K *}E RAK d..( - %AK + 3‘41 C}‘L ;)\K L4 q » f>‘l,‘ + CA g "‘K v i ».{{_.

N S\ .
of ook, aangezien we ¢, door \L‘mcgen vervangen en Vi Oak=0 is,

8. . . ,
: > Qe *IZX BEY ot - jm » A Viavey ot

tvariatie van %hk is dus:
1 : )
8'4) d%h{(: p V(;ﬂ KY Ct%

.en de variatie van ds is dientengevolge, als r een willekeurige para-
. meter op de kromme is,

~ q} ok K V
e X - I's t'_lj‘l... Ci)g__ B 2 C{ T
» s = CI(JA“ X AE
?8,5) ) 72 o T PRUNTRS 9(~2 Al ER ot
ds o o T
§ { K : e
= (V;. 'UK -..__.... ,_.i.& g ot < C‘*—g‘" ”""‘)1“' oA s ot

s atg et o s
De variatie van de lengte is dus

6. 6) glfgr ols = cl'f./ -2 C‘"UK -
‘ ), ol )

A
%'— Ci_{, [\(UA (1§
elg o S cev g“

;Indlen nu U e ig in j§ en in g“'; dan volgt dat de vquatle van fd
ﬁﬂan en alleen dan voor 1edere kduze van'u nul is dindien ~§_ =0 1s,
‘ﬁ-w Z, indien de kromme een geodetlsche lijn is.

. Nu gaan we de methode van Lagrange gebruiken, maar stellen daarbi]
fﬁEgellak de vraag iets ruimer. Laat aan elk lijnelement in een X, een
Qlengte" toegekend zijn met behulp van de formile

]
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8.7) }eane cigﬁﬁ;n%(gk,s;%j\df’

waarin s een willekeurige parameter is op een kromme §K= ]lrﬁ) waarvan
C‘g lijnelement 1s en waarbij we onderstellen dat 7:— homogeen van de
cerste &redis in § /CH' dat laatste om te maken dat de lengte van ‘"f
P maal de lengte van C‘\SK is., Voeren we een andere parameter +’ in op de
kromme dan is de lengte vanwege deze homogeniteit evenzeer te schrijven

o9 Fren Bjar

ﬁSollrijven we dus voor de lengte
l2.9) Rpet - Are] ae

Fden blijkt ﬁ in de eendimensionalc ruimte met coordinaat T of T een
scalaire & -dichtheid van het gewicht +1 te zijn. In diezelfde eendimen—
sionale ruimte moeten de é.kworden opgevat als scalairenomdat zij immers
bij de transformatie T~ t" niet veranderen., We stellen nu de vraag wanneer
;yde "lengte" van de kromme tussen twee vaste punten 77 f, en 7= i extreem
5is. Daartoe vatten we A op als een functie van de 3‘" en hun eerste af~
\geleiden nzar ¥ . Maar dit probleem behandelden we algemeen in § 7, De 43,\
orden nu de n scalairen g" en voor de afgeleide van lagrange van A.

> A
010) Y ﬂ\] 'E"""' —‘_"’»—1\"
Dé’\ df 59(?;‘;;)

feen contravariante vector in Xh is moet Lf},\ zich bij coordinatentrans—
5 . . . . I .
formaties in ¥n als een coveriante vector transformeren, (Zie § 7). We
icontroleren dit ncg eens. Bij de transformatie (K} —=>(K') is, als we voor

el 8",

c!"

g = (")

.J(' _K‘ 9:1'1'
§9= Huis g

et gemak schrijven gl’ voor

+11)

daaruit volgt dat

SR T LAY T L ENI 91
‘57\ cfg)‘ 5 ,



, e
8.13) _d ?.../i,_cf 24 2K af ):
dt ggﬂ dt 3§)~" ;,:, 'Dgxf Dj}\
) .9}._ [3/ QK’)
- —.OH 'a,.i"‘ A =
= R
_ At DA A D k) oK
AT ;,T?-“ gg»\‘(‘kmh )§
en bij optelling, aangezien 3R Y'J -o

8.14)

IR d 2R ok a3 )
“‘§\ at g MUOST T dw '?“E; '
Het blijkt dus dat ['EJA in de ,quen cakariante vector is die cchter
tegelijk in de X, een 4 ~3ichtheid van het gewicht +1 is.ifﬁjA is dus
een veoorbeeld van een verbindingsgrootheid. (Verz. & 3).

De "vector" [ﬁjh heet de Bulerse vector van de kromme met betrek-
king tot het bij ﬁzﬂf behorende variatieproblecsm. Gaat men niet tot
veranderihg van de parameter 7 over, dan is ffﬁg werkelijk een vector.
De egrste voorwaarde voor extremiteit is dat de Eulerse vector langs de
kromme nul is.

We gaan dit nu toepassen op het reeds boven behandelde speciale
geval dat

8.15) & - (g}k}.gf‘(g»‘)/z - i_{{%
[
e K ’ -
in een ¥, . Dan is (let op i? = kjk = rekende eenheidsvector, zie 91)
SR A4

)
)ﬁ | ae( voodt g koS A y olt M
yey Tt CEREED (2 g ) 5787 Ul g 2 g §

24 A |
= s W (g ¥
) /x Jt (CV% 2 “i at (0 90 Jx [ ?‘TZ?’T =
26) s oy (.
<o T e
G‘S g K el g w

i a1+ [UYKD(SJ/L = ;? 4_5\:
en het blijkt dat de Eulerse vector hier de vector -J‘jy van de Y, is
vermenigyuldigd met een factor *35 die verandert wanneer + door eo

- andere parameter vervangen wordt en die 1 is wanneer men t=45 ¥kiest.



§ 9. Kromming

in ‘f KA
Beschouw een punt £ van eende een infinitesimaal vlak-elementje f
en een vector vV (of w, )

-

Verplaats vervolgens u" pseudOparallel langs
de rand van df . De eindstand 1n‘g zal in
/y het algemeen van v verschillen. Mén kan be-

wijzen dat het verschil tussen eindstand en
beginstand is

. /
s Ceu K3 ¥ . _— YR
waarin Rv};b een affinor is gedefinieerd coor
: v ok — K r“‘k‘ }:,
: 9 ) - ! ~

PHet strenge bewijs vereist zeer.zorgvuldige overwegingen. De volgende
redenering dient alleen ter illustratie

X % « 1nh nevenstaande vierhoek ver-

(é + dré + dg 1 K A

@ 2 plaatst men eerst U van
naar IJ via B ; Aangezien Su™
altijd nuvl moet zijn, komt cx
in B een vector

9.3) v vt dE”

ék Van B naar I1 moeten we gcbrm.k
maken van de waarde van 3"

N ter plaatse B, dat is
.» K vy [ . .
% r)ﬂ\ + 9\5 dy r,uk « Bijgevolg is de vector in D

£ K 13 K —)‘ A r ’
DN AT S N T T JdE (2,,) o' dE'dS

Waarbij alle termen van een orde gr‘ote:i:- dan twee verwaarloosd zijn.
Farplaatst men v1aC, dan komt er inI) de vector die ontstaat door ver-
’%ﬁ.ssel:.ng van c{ en d . Het verschil is dus

R REELER YR

S CRTVRF m% ~“Ev\y i) veaE 98 = AR v d

p3

md=t hier d]f -2 dg £ . Dit verschil is een vector en

' 2t de vergellaklng moet gelden voor iedere keuze van v* en df volgt

B Rq een affinor moet zijns |

B e o dan heet de overbrenging inte grsbel, Is S;;;‘k: 0 deWaZa
b de f een A, , dan volgt voor R,,’“ =0 dat de A een ¢, 'is. Om dit

: bewijzen gaan we uit van n lineair onafhankelijk covariante vectorcn

: enig punt + Men verplaatst deze pseudoparallel naar alle punten

,, sen %({é) . Langs welke weg doet er niet toe aangezien rondvosring
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~1ltijd wegens R‘,Mk = 0o weer tot de oorspronkelijke vector terug-
vocrts Z0 verkrijgt men cov:xriante vectorvelden waarvan de covardiante
differentialen in alle rlohtlnge,n nul zijn. Is W, een dergull,}k Vild

g is dus. Vﬁw overal nul. Dus is ook v W,q= 0 ¢n omdat 5 = © imy
v ulg‘b hicruit dat b Wy1 =0 « Er is dus eun scalar S zodanig dat

W, = 0,5+ Noem.de 1ldus verkregen n scnlarvelden _,% SRV
s zijn deze functies vangg .onafhankelijk omdat hun gradienten 1i.e-
“ir onafhankelijk zijn. Z2ij kunnen als nieuwe coordlnaten worden ii =
n

voerd, De bijbehorende covariante maztvectoren eh,....) e, zijn zo-
218 het behoort gradienten., Nu is

9.6) O—Vé ofo- ﬁ%'r%
e 3 > ,"' \ = - j L
en daaruit volgt dgt -we werkellgk een coordinatenstelsel verkresen Lob
ben waarvoor de !J, nul zijn en dat dus sis rechitlijnig codrdinatenstel

3
sel in een 6n mag worden opgevat.

R v )\ heet de kromtegrootheid van de fh . Deze grootheid treedt
ook op wanneer men tweemaal covariant difi‘eren’cieert en alternsert,
Door uitschrijven bewijst men dat

9‘7 ® _ Y .P ®
) Viy vr—jU ‘/RV}MV‘ ¥ va—

908) ) VE‘, v#} w)‘ = / R )‘ u]k - ng_‘fvﬁ U'}k

-

i1 heeft de operator v. v N de merkwaardige eigenschap dat bij teepis-
ging op producten de regel van Leibniz geldt. Inderdaad (indices weg-
gelaten) :

9.9)

U Ty GV = T (Vg Y ¢ Ty 9 ¥ =

(v“vmcp ) b +{§7qu5 V3 W +(vwd>)<71w+f,u by P]uf
. (% b+ "PV Yy ¥
(Afspraak: de differentierende werking van VU strekt z:.cfl altijd ul'b +0t

de¢ eerstvolgende sluitende haak waarvan de bijbehorende openende haak
voor V staat. Dit spaart haken). -
Deze regel geeft nu direct het resultaat van V[, {G op een affinor,

bl,}Vq KA ' R
3.10) v ¥yl P R")‘f' ot ARy

v

VHP .-w =

s - KA bl P kh
/Z‘R G-P - - ‘*\Jf& vjap*‘w
Is 4 een dichtheid van het gewich‘b + 1, dan is

N# ( Mf’ 3

811 =% 2uf ‘(at¢6'5}rv1‘?aw Js
b . A
- IE"M ak‘fo + fo YE\,MT}\ .
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ey daf + v

S S R I

Wmmzit volgt dat Bb, FN een bivector is (hoewel r;\ geen vector is.
(vzrigens blijkt dit ook uit

def N orf
J.12) 2/:# . Rm =2 Ty v 2 B T s 2T

cer gebruikmekende van de regel van Leibniz voor U[v K] vindt men T
voor cen affinordichtheid % . » van het gewicht #

K .. . N 1
9.13) VUV*}}?‘)‘ - :/lﬁvﬁfk%{h,/zﬁqrx %. -»8
hA 7&»

V,.« heeft een mooie meetkundlge betekenis. Voert men een M -—vector
v " rond langs een vlak clementje den is het verschil tussen
begin en eindstand (omdat de N ~vector zich als alternerend product

van . vectoren laat schrijven

) ¥
c oK, e Ky KAK, LUK i
(‘VLR Klr“z K"»'/a?,,f,\;k fy ot f ant.)f de

0)&%
.10 oy Rt o
' == V)N f de
' - Koo Xy, 9}& N LIEERELTN "P
/\R”A 5; de ::—/?__ VV#‘U f 4o

Hicruit volgt dat de overbrenging integrabel is voor h -vectorcn in-
diin on slechts indien "\1'\,}1 - o 1is. Men nocmt een dergelijke overbrun-
ging yvolumegetrouw.

D¢ kromtegrootheid voldoet aan cnige identiteiton, die hicr sllecn
voor het geval van de A, worden opgeschroven (Voor de a(’ komen er cor-
rectigtermen met b ] )

Eersta identateit
. . K

15} ‘ Lo - I) ‘Rw 3}\ = O *
volgt dlwct uit de ﬂeflmtlu (9.2)

Tweede identiteid

9

nk
9.16) SOOI pww =0

%
volgt cvencens dircct uit (9’22« wegans rr‘” T0
Bij vouwing over kv volgt als R = W.,?,m

9017} v = - Z R{},\)\]

H?\

}Je volgcnde identiteiten gelden qllcon in een \/ « Men schr:x;;f‘k das

ARW" ; i pla&ts van R v ;** * A‘mm 18 dm




9.19) 1) | Kypex =0 '
T1it de drie cerste identiteiten volgt eenvoudig de 4° identiteit

2.20) wy | R - K

TV pAK A
cn.uit de tweede, derde en vierde identiteit volgt nog dnt deze samon
cauivolent zijn met de derde en vierde, tezamen met

2.21) - II') ﬁ{vt‘%h} -0
Samenvatting:
) 'R(vm =0
9022) II) “R{v’g)q]k =Q II') ‘RL"’ F;\kj = O
III) 'RV}*@*Q =Q
Iv)

R V?‘LM‘ = "R;kv!«
Uit I, III en IV volgt dat ‘fevﬁm een bivectortensor is, det is cen
tensor in de g(.\ der bivectoren. Het aantal kentallen zou dus dicn-

voreenkomstig mocten zijn A €2){(%) + 1) « Maar de onafhanke--
lijke identiteit II' voegt er nog ([,) voorwaarden aan toe, zodat het
nental kentellen wordt Y, ntend- 1) , dat is 1 voor n = 23 6 voor

= 33 20 voor n = 4,
Raar Bianchi wordt de volgende identiteit in A, genoemd

Y
9,23) Vo Ry =0

few

Men bewijst eerst dat er voor ieder punt altijd tenminste één coordina-
tenstel (K) bestant zo dat de. f"- in dot_ene punt nul zijn. Don volgs
(9.+23) direct uit (9.2) door ultschrl;;ven van de kentqllen TeOeVe dﬂt
stelsel, Nu is inderdaad voor sen punt E. waar de T .. pr de waorden V
hebben een dergelijk stelsel g gegeven door de vergell;;klng

Gy ETE pEn i s gE

want & r 5' .
. = PR A b
9' 25) b ¢ : r PAJ ‘g
. ‘ B A = L IO_}{* 8'3’ ;
zodat in g "‘{’va‘rg. (€. ‘3))
; } x
Een derg ‘natenstel ‘EL heet in g gpodetisch. Men kaf nog
veel ster Seae

‘ellen bl;gm dat behalve r oak Og it r‘,
sl Sy
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Door vouwen over K on verkrijgt men uit (9.23)

9.27) ) ?[w U;_@} - O

oor wouwen over w}k\ ontstaat

S ¥ )
4.28) VKR"P" ~2 v Ryp=o

A
ln een \/n kan men nog verder gaan en (9.28) overschuiven metd ?.# , dai

outbtstaat

. .k LK olef A
9.29) vk%v -.Vvt’?-*‘ VKWV :'03%: :‘j?{a 2'fl
of
. . 0‘4. '
9.30) 7 %r&; =9 Q}M 9 Wlk ’/’“‘QE’HK
De scalar & é—‘.—,‘f /l/‘:*f"*') ‘Y _is de scalaire kromming van de Vn .

Voor N=2 is dit de gewone Gaussische kromming der ’\/1 « VoOr n=y iu
G sk wel bekend als impulsenergietensor en (9.30) drukt het behoud %un
energie en impuls uit.

Geldt in een V, dat “ﬁu‘;ak - %Mk IS LN dan volgt vit de
definitie van "R dat
9.31) 7?"}*“‘ = -%(n-t) R v G el - 2k %{VD Fpl]

Voor n=) is dit altijd zo omdat Myjak- daar een product van twes
bivectoren is en alle bivectoren emkelvoudig. en op een scalaire factor
‘na aan elkaar gelijk zijn. Voor n>® volgt vit (9.23) dat K een con~
stante is. De V,, heet dan een ruimte van constante kromming of S .
“Een S, is een V1 waarin X een constante is.

§ 10, Verschillende soorten vanV, .

-~

Een Vu is een X_ waarin een regle fundamentaaltensor 9y van de
rang n gegeven is. Is Gx positief definiat, dan heet de V| gewoon.
 Indeling der. V,'s geschiedt naar de speciale eigenschappen van ‘f"%‘,,'?;;‘“ '
€n dak en de ult deze beide grootheden en ae covariante afgeleidaon
van *?;,I{;k afleidbare comitanten. Comitante der V, = grootheid die zmick
uit deze grootheden laat afleiden door voor coordinatentransformatics
%‘im*a,riante vergelijkingen in de kentallen. Bijve. Wﬂh ”1?4 %uh Ben
Tuimte met W, 1 g, heet bijv. een Eingtein ruimbe. Een S is

iggius een speciaal geval van ecn Einsteinruimies,
b .

'§ 11. Onmderrvimten vay V.,

Wordt een X in V. gegeven, dan is ieder lijnslement von de ., 00k
en lijnelement van M, . Is de fundamentaalienior van V, positief defi-
niet (het geval der gewone V., ) en is de X, xyesl dan is de lengte vou
het lijnelement zeker niet nul. De X, is dus ook wesr een VY, me! ccii oi-
lgen fundamentaaltensor (later vit te rekenen).



Het eenvovdigste voorbeeld is een rggle kromme. Julk een kromme wordt
bshandeld precieg als in § 4 sen kromme in 8,\ met kromlijnige coCrdi=-
Naten. Alle formwles blijven gelden, alleen kunnen we natuurlijk nooit
T sruggaan ot rechtlijhige coordinaten want die zijn er niet in V, -
“m dergelijke gevallen van inbedden in V, te behandelen, gaan we ecrst
*wrmg naar esn £ _en beschouwen een &, in &, door de oorsprong. sulk cca

‘ Kan gegeven worden in rechtlijnige eoordlnaten % df door n-rm lincai

b vurovllgklngen X
11.1) € E =0 ;
I ook door n vergelijkingen met m parameters:

. K i< g
1‘1.2) (g = Bg ? . 93 = \,.‘.-JYT‘»,;

3
waarblj de parameters :‘? in de t rechtllsnlg,e. coordinaten zijn. De truc
hiier optredende grootheden B% en L y Reten de comtra- en go-variante
'3 . 3
V erbindingsgrootheid van ¢, in én . B,\,... ,Bm zijn m con‘hravarianm

. . . ¥ qﬂ‘ﬁ-% N )
Vv ectoren in de C en Uy .oy, L, f-m covariante veetoren door de .
We beschouwen nw in enig punt van a.. ,bijve de oorsprong

o . Bt
17 cen contravariante veector ¢ van L,, « Dan is

11.3) v BY b, |
&wn vector van E . Meetknndlg 1s het desclfde veector waarvan de pijl in
d<& w -richting van t, Ligte De 3 zijn alleen ecn ander soort kentbzlicn,
v andaar gat de kernletter dezelfde blijft.
HWeB.: UV en U bepalen clkaar ecenduvidig.
2% een contravariante vector uK van f,n « Men kan hier vermen

' LU § A XA
11.4) w :.L) wo J(:‘mr*\}.“.‘:n
“Tat is dat? Beschouw de vergelijkingen
‘n R . ) K
11.5) . hé = M 3 LMt il
*x ety oy / ; .
Bdij variabele Y) stellen deze voor alle oo m S in C  die oveu-

wi jdig zijn aan de ecrst gegeven {, .« Deze verzameling kan wordull OPeur
v=t als een En  ¥aarin elke t z.lch als ecn punt afbecldt. [icn nnum
jeze é » de Samenlegging (rco.uctlon, msammenlcg«mg) van c‘ nasr S
Je \‘}x zi;tn rechtlijnige coordiraten in deac, {; . H lg een vaotor in
i ze ruinﬂ;e en heet de samcnlvgglng:, van L pasr de E s

TJaBe: "W is bepaald door u' maar miet omgekenrde

30 gen covariante vector wi van iin » De vector

i A
11 .6) Wy = Dg wy
is een vector van tc.n s meetkundig voorgestela door de twee parallele

; ,
EM sdle ontstaan vannser de twee C . |5 van W, met de € "aned@n

g\zorden. w%heet de doorsnede ven Wymet de &, « N.Ba W, bupwl‘i: Wy
saar niet omgekeerd, inderdaad, kan men door de¢ twes O, /s oc s*bei-—

en van parallele Em,s leggene.
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0

4" een gcovarianfe vector u, van de &+ De vector
11. -
11.T) w, =G u,
is cen vector van E,h‘. zijn. £, s zijn ds & -m.ﬁ van U, , geinterpre

teerd in & , immers ieder punt der E;“ . Stelt cen £€.in £, voor cn dus

aen gh . SE0 8h,, . U,en ux zijn slcchts twee verschillendc soortou
kentallen van_dezelfde grootheid‘ N.B. U, cn u, bepalen elkanr condnidl
Het komt nu wel voor dnt er behnlve 8,,‘ in En nog een Eh_m in &, deco
() gegeven is, dic geen richting met E,m gemecn heeft. De Em heet d-u
ingespannen (rigsed, eingespannt). Omgekeerd is ook de £, _ door &, i.
gospannen. Deze En - is niet dezclfde =2ls de Emmdie dazxrnet door s .
legging ontstond. Maar clke door (11.5) vastgelcegde 5, snijdt de coeraiu
6h.mprc—:01es in één punt. Men kan dus de beide 5.,‘ mS met clkerr iac. ti-
ficeren en dat doen we dan ook altijd in cen geval van inspenning.
De E ~aer 1n5pann1ng worde gegeven door de ve,rgc..llgklm en

11.8) B (g; = A ,m.

of ook door

K koY
mg . ¢
Hisrin zijn ,B .. B, mcovariante vectorsn door de L., en
Cm“... C q,_m oontravamqntu veetoren in de 8n_m zodnt B CZ:Q,

%o richten het mu zo in, dat ,Bg , k% en BS, (] bij hetzclide paral-
lelotoop horen, d.w.z. dat

Bkg BO; = Ez &—ff {" ®-= Bg.. eenheidsaffinor der &

0,as8’ ”
11410)
X x x gjg h K=y X . .
C‘g CK = C'3 = {0 x4y G%z eenheidsaffinor der & _

-~ ~

Yu kunnen we ff en j’ opvatten als niewwe codrdinaten in £ en samenvat-
ten tot 3’ 3 2 = 4y<, -, » Alle kentallen van grootheden Ben( zijn

S "
dan kentallen van de eenheidsaffinor der B» = A .3 C y = A%
K ¥ o oAk X ]
B% = A% ; C) = AX ;
11.11) /‘Ba A\O‘ Cx Ax
Ce =g 0ty Ty

p en C zijn dus alleen stukken waarin A piteenvalt, hetgeen op ver-
schillende kan words 2 u't.'hﬁ‘ea“'"hl{‘t

N

12
ALt ot BB BY o oY

Na de inspanning hebben we nu voOor een vocbLor u van E

KM.L

113) w2 BIW e Ot = BoW O,

K

B Lt At phacl ) A oB )

It

11.12)

it



~

waarin de "w uit (2.4) optreedt maar nu als de projectie van u‘op

&, .. (of ook -componente) en W® als projectie op &,  (of ook
a -componente). Evenzo hebben we voor een covariante vector W, van&,
11.14) - B YWk + C§ wK-BEw& C¥'y Wy

wvaarin de doorsnede Wg, met 6 (of ook f,,. -comgonente) ui‘b (116) op-
tmedt en evenzo een doorshede W, met & newn ? (oi’ ook &n_m -componente)

Het is duidelijk dat nu iedere veotor van &, .} en dus ook
iedere ,_;rbo;;::ei& van E ne é ) na de 1nspanning als groothe:.d van 5,,‘
kan worden opgevat en dus kegtallen met griekse indices heeft.

Is een E, in R‘ gegeven, dan spannen de richtingen loodrecht op E,,,
altijd een C, 0p. Is de fundamentaaltensor positief definiet en &
F%qe.el, dan is het zeker dat f. en € _een R en R, zijn en geen
richtingen gemeen hebben en we kr:.jgen dus een zeer bijzonderc inspan«
ning, de orthogomale, In dit geval moeten de twee projectiesﬁ v* en
}(, v van iedere vector U loodrecht op elkaar staan waaruit velgt
&at . R
1;.15) C B Yer =0 -

0

11.16) Y = ‘Bia oo CkA %yo‘ ?H + 3""‘

3mhee‘t de & - —componente en c),ﬁ de E,nm -companent“e van Ak
Jﬁeemt men het coordinatenstelsel (%) zo dat B,,. B ,C

LT T I It}

inderling loodrechte eenheidsvectoren zijn, dan is

' ¢ ~ x X
G = 2‘:‘ Ve Uy 3.%% = Z-LALk

iﬂi.l’l/) = A - =,
: » = L2 T by %
I Azhoom) Xawmed, oo n
¥ Dewijs ter ocefening dat
4 Q 4 Ci& K
1 B, = % B% T
| Een Xmin X, kan worden gegeven door de h.m vergelijkingen
. " d&f X
{119 C (§3 )=o0 ; 50 X em.
Bkt de conditie dat C de rang n-m heeft en ook door de m vergelijkingah
.20 (g - B By & 3B

t de conditie dat Bg de rang m heeft..-Verder moet van de func'bies c*
B worden geeist dat zij in de beschouwde omgeving analytisch of al-
ns enige malen continy differentieerbaar zijn. Als te voren heten
fer C en B,g de co- en contravariante verbindingsg;oothaid der X,

tde lokale f,n van een punt der X Jspannen E geeeey B - een £ W OD, de
gerende €, aldaar en () yee.s, &) gean door die E,,,. Men kan nm aan
er punt der X,. in de lokale & de tangerende £ - 8aan inSpannen. Dat

t dan inspannen der X, . Er komen dan in elke lakale E grootheden




Blen C; bij. In iedere lokale & _ is alles net als boven, alleen
moet.men er rekening mee houden dat
VY ‘ . . +
1. de v nu coordinaten in X, zijn;
2. er geen coordinaten n bestaan;
K X [o} w
3« alle velden By, C, , B, C.z alleen maar in de._punten der X
gedefinicerd zijn, de kentallen ervan dus wel functies van deq®
zijn, maar_niet zonf‘ier meer maar als functie van de £ mogen wou -
~‘denybeséhfumd. E>'§qheeft dus bijvoorbeeld geen betekenis maur
B, %Pi% =0, g el
Is de X,.recel en de V., gewoon, dan is er vanzelf een orthogonale
inspanning van de V, in de V_ . In de V _ hebben we dan de fundament: .1-
tensor ggaen daarvoor geldt volgens 1116)

Ak
i
121 g = Bt
Maar daarnaast is er nog een ander stuk
! Ak
11.22) Gyx = ng %10 _

dat de lengte vastlegt van een vector in een punt der Xm, gelegen in
de R, ,loodrecht op de tengerende R .

Tot nu hebben we nog niet naar een overbrenging gekeken. Laat ecrst
de XH een An zijn en de Y\mingespannen. 21} v%een veld van de V... be
kentallen van dit veld als (alleen maar op Xm) gedefinicerd veld der

7(,h zijn U‘K = BZ ¢ .+ Dan bestaat a”%rk nict, of althans is deze vit-
drukking niet eenduidig bepaald. Zet men v‘k buiten X,‘o;o de een of
andere wijze voort, dan I{rijg‘b. E)PUK betekenis, maar in elk geval ligt

14.23) B,; Br ?JK - :E}ﬁ EZ a" Uk = B‘& bg Uk

}volkomen vast hoe die voortzetting ook gekozen wordt. Men kan m een
overbrenging in vaastleggen door ecnvoudig te eisen dat de covariante

® M .
afgeleide van ¥ in X _de Em—-componen‘te is van de covariante afgelciac
in X, :

I oy e K pa K pa —xN
11.24) vt B, VU = Bex dp + B, f;“v
o o PR 3 pad K 3
{ = 0.V -Bi(DHBX)BgU + DBt r,‘x v

~

e @t
fwaarpnit voor de overbrengingsparameters F”, dezer geinducsesrde oveyr -

brenging volgt:
{ KRra K ¥ A R

<] L~ §

‘:ff'Jit bﬁ*B*} =0 volgt r[cgj = O en een ingespannen Xmin .An wordt dus
{door inductie zelf een A, . Ieder opperviak in &, wordt dus ecn A, m:
et oppervlak wordt ingespannen. ”

De regel dat de covariante differentianl van een grootheid der \?\M.-.__




K..de N _-componente is van de covariante afgeleide in X, geldt voor
alle grootheden, niet alleen voor vectoren.

Is de Xneen gewone \/~ dan hebben we vanzelf een inspanning. Nu is

' ' Kk }"‘xK "
1_1.26) V 3%:}& = zga Pg;,k=~Bc%q }‘*g’k"i

Haar %Lk kan ultgedmk't worden in n-wm onderling loodrechte eenheiis—
vactoren L; loodrecht op de tangerende R .

m
Daar echter Bv L = 0O volgt dan

1 },\\k ' x x
11.28) V. %;Q,a S 1q$3vxz':r“b}. b, = ©

en dat wil zeggen dat ¢= geinduceerde overbrenging een Riemannsche 1s

die behoort bij %%P ~ hangezien een lijnelement d7 als lijnelement
BLd' van \/ opgevat de lenghe

[

) N |
"é AL i AVA % &
11,29 i\/B{m a’l Clnn' Cx:} ; —_.::\,/ g'«’;a d,? dv[
heeft is de Xm -COmp ON&NTe g A4 Van de fondamentaaltensor ¢, Juist
de fundamentaaltensor wan V, . 3r woerdt dus precies die Riemannsche

overbrenging in "\/m geinduceerd die bij de Riemannsche mast in Vm hoort.

§ 12. De V in een gewone \_

n -t

Laat de V , gegaven z:.gn dcor de vergelijking

n
5504
12.1) r‘% DT s aa A L n

De fundamentaaltensor splitst zich in twee stukken

! (4

‘12.2) ‘ Yk T Fax Y Fax

3]

en %-M( is nu furdameniaali hensor :;u de ? loodrecht op de tangentiale
R _in elke lccale ®, . Is dne " een eenheldsvec*bor in die R, dan is

%ik" R’k erl
. --‘K Ak K

N 1s een veld over \/n , » dus heeft © A’ niet zonder meer zin, maaxr

Br‘? n wel. Zelfs wetcun we dat K

K * %
1244) Br (7,20, = QBﬂwhnk)n = - B, (9, nyn,
e definieren nu '
‘{\, de{ B BQ‘V n
Jit is een grootheid der V . met de kentallen

12.6) 42 t,B}‘ 7.

Ain de \ en we bewijzen dat %C_g een tensor is.

(‘{Bchrijven we de vergelijking van de V, , in de vorm




Overzicht van snijding, samenlegging, projectie en inspanning. (bij syl=-
labus § 11, pag. 59/64.

C‘ LY b:‘.i‘..m' x N\-'h.«.n"
Gegeven een E in E_ nlfg: =2 4
§ = Bey

B gee B zijn m willekeurige onafhankelijke contravariante vectoren
in E—m ; CT:- vy C n-m willekeurige onafh. covariante vectoren doorg

) >
De E—,,?Paralleluaan Em: Cxxg z ’?x ; deze vormen een &n_m(samenleg-
ging der &£ ). N zijn codrdinaten in deze & -

& g, £,
J
ven Jyerandering = ,k_ Bg " (C U .o
soort kentallen voorw, voor oplosb heid. naar Mﬁ) E )

Bijzondere vector voor {. (1igt in

K 1t X x_‘k,n
U - W :C}u"

(algemene vector van am) (samenlegging van u)

doorsnede van '“”'A (algemere vector van E.n)
]
l »
u. = w Yerandering van
¢ A ¥ " soort kentallen ~ ub‘
(Bijzondere vector in €,: gaat
. door &,,. Oplesbrear u, mits By u, = o

Inspanning: Geef bovendien een Eh‘ 3.‘11 &w die geen richting met &mge..
oA .
;E) N g = Q
K ® ‘3’ 38 K
- s .
.g - C% Yi ' c&u C'? -1 b%g

meen heeft:

CK C: zijn nem willekeurige onafh. contravar.vectoren in
m:‘-ﬂl. e ——-

('C_. .
nem ?

3; ; . Bw; m willekeurige onafh.covariante vectoren door ‘E.‘ r



Vanzelf is ,B’g (L =0, Cr B: =0, qa zijn nmu coordinaten in & _,

V} zijn coordlna'ten in deze ingevocrde £ y die met de door gamen-

h-m
legzing ontstane & hwordt geidentificeerd. q“mx‘ vormen nieuwe

LY

coordinaten in E. naast de ﬁ .
1
Blagevolg z:.JnB{ bgé en C =0 % al stukken van A;. $l=n
A% = B% ’ A3= ¢, - #
[} o
Daarnaast bestaat nu f-\ = 9 q . De A zijn m covariante onafh.

A R A -y O a
vectoren door E o Men kan dus de Bk an L ) 2o kiezen dat Bh = Aa en
C. = A . Dan z:c.;;n de stelsels B 5o Bf, C,K yeer " en

‘ . Yook A n o0 44 »
BA yeos B L ? Ck,... Cx rec:.prook d.w.z. behorende bij hetzelde
parallelotoop. Dan geldt:
®
¢,

® > 3 (£} x
B_e, BK :Be ) .3 K‘;C\a.
& & &

™ . n nern
1}
v L_lemnd.s‘mng..._e E p?
‘ soort kentallen ® x i
X ¢verandering ! y
U C 5 soort kentallen )

3
J—-.u,m *

(blgzondere vectoren v
liggen in E,.m resp. &h‘m).

a 3\ T ‘ " XX
SR NETP , u TR Gag )
mojectie op fm;ﬁm—componente)(algemene vectorv:ﬁ (projectie op &£ of
dus s 1= ¥y “‘)) €... componente).

0 A
(barsn. m. & af:‘ E —componente ) (algemene vectcrv.&“ (doorsn.m. &h_mof éh‘m

Cdusrww v w ) componente).

W veranderi W, ;Bﬁ Uy
J soort kentallen

{bijzond. vectoren 1n€'.
gaan door Emg&sp. Eh).

') Bet teken [—___j markeert waarvan we uitgaan,
1) ‘i 4is de projectie van W' op E,m, geschreven als vector in E“ ,duss
K8 3 xR
= B;’!LL% = BQB;‘,U :B)‘u, Evenzos
K K K 1 5 o _ K
2 Oy =B w2 O ey

S B ' ! elden dan wegenss F\K —BK +Qk
W= W+ u en szwk‘*‘w;&g PRy Y
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12.7) CtED =o

dan is 6 C een tangentlaalvector van de VM en dus is n, =0 E)hC
en bl;]gevolg, daar B n, =0

15.8) muvB‘;;,*a;c-_-a—Bgmc » 80 = Ry

if:uc% is bekend als de tweede fundamentaaltensor van de Vn_, -e
Deze tweede fundamentaaltensor voldoet aan een zeer eenvoudige be-
trekking indien men een bijzonder coordinastenstelsel invoert. Consgtrr
cer de geodetische lijnen loodrecht op \/n , €n noem de langs zo'n
lijn van uit Vﬂ , gemeten afstand ‘g -« Neem vervolgens (g = 7;& A, 0t
Dan hebben we in V_ ecn nieuw codrdinatenstelsel ,é en op

-

Vn“is: . ‘ .
1°: € een cenheidsvector omdat df* = df
Ot(%“ ds
o K V
273 Ina = Fayn=© omiet e loodrecht op
12,9) 3% ds*z dfTdE + g g df” d£ (geldt alleen op ¥, )
40:: €y = &
5° g = i Dientengeyolgs is in ieder punt van V..,
. a,«lo .,“,
%Q\QJ = ’BC& v e = __,B = - rc& =
12,10)

-—i% " A %\x& + 9y Fnc - aw 8"&&) = “'L()w Gt

~

817 deze speciale keuze van het coordinatenstelsel is dus ‘?\. .g de serste
afgeleide van Y et in de richting loodrecht op V ot 4e"

Te beschouwen nu een kromme in de \/n_, e Zij L o= ’3”'5? langs do
kromme. Als kromme van de V, beschouwd is

it

‘ K
h12 11) U.K def ,t"v :
de vector van de cerste kromming. In § 4 gebruikten we J en Kj voor
i en b . Mear als kromme van de \/h,, beschouwd 1s de¢ eerste kromte-
vector 4 . . 6
K v . .
12,12) "W ,——‘j AR AN Lo A I
H « bf @
.i* f KA
=B i =B
qguvolg is dus u, de pro;uctle van u op \/wt .+ Aangezien hier
12.13) :B £, -
' P .'?& L3
is | MK:iLL‘PnYLiLHV#L:’LL-L Lﬁvﬂnx)n WL uﬁ»

Deze vectoren hebben namen:

'u,K absolute kromtevector

112:14) "W relatieve kromtevector

"Wt odsf P4 | n' gedwongen kromtevector
B #
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~

Voor ecn geodetische 1i;}n in V is u. nul en voor een geodetische
1ijn in V,_ verdwijnt Wt « 2ijn dus alle geodetische lijnen van V, _,
tegelijk geodetlsch in \/ dan moet t, v fm ph =0 zijn voor iedere
kenze van t, s CeWezs nodig en voldoende is dat 4"!‘* nul is over V,_,
In dit geval heet de V,_, geodesisch.in V., . Is h pr =0 in een Iun‘b
vn \a/n , dan heet Qo Vo, in dit pust geodemsch. Is u':o, dan is
ocs Weoren 'z o, Iedere in V, geodstische lijn die gehecl in \«“-,
ligt is dus ook in \/m, gaodetisch on heeft een gedwongen kromteveciuor
nul, Iedere geodetische 1lijin van cen geodetische ‘\/h yi8 ook in Vu gau
detisch omdat w ='w'=zo .

De lengte K van U is de ecrste kromming van de kromme in Y, (din
§ 4 met K aangeﬂw“dh We ncenen K de ahselute (eerste) krom.mg'

De lengte 'w van ‘U is d3 eerste kromning in V,_, J¥e roemen k' de
relatieve (eerste) lmom:r‘ ng. Verder schrijven we

i def MA@

12.16 - "l "
‘s 1 ) K oy i Ph

en noemen X de getwengzen {esvete) kromming, "K kan posi+ia:€ negatist
of nul zijns. Het teken ligt vast wanneer de zin van n gegeven is cn
siaat om wannecr de zin van n wordt omc'c;lrvees:'dr Natwurlijk is de vector

" cnafhankelijk ven de zin van n" . Ve donken ons h' altija vast
gogeven over V, . Alle krommen van V,_, met dezelfde raaxliju in cun
bepaald punt hebben aldsar dezelfde gedwongen kromm...ng.

In V,., hebbern we m twee recle tensoren, }} altijd positief de-
£10ic +, en g,&, definiet of 1ndefln1pt. Pobe hoeft dus W-I boofdassen.
die overal 1n aen hootfe 'romuemch aing liggrm hoofdkromteliinen., Voor cen
hoofdkromterichting hanfi k ceén extremc waarde en heet.ecn hoofdkrom
miug aan de V. Is de Y, cen R, dan kan men in een punt {g van V. _,
de normaal op V,_, trakken en umrﬂoor cen W® , leggens Dezs °R sni;]d't de

V .. in een vlak-m ’-1-'..,. re wasrvan we zeker waten dat de SwI‘S‘tb normagal
in de rzohtmg van n, valt. Eijgevolg val’* U- in die.richting en daaruit
volgt dat Ut in § nl is, dus dat k =tk . 'K is dus op het teken na
{dat yan de keuze van de zin van n “efh angt) de kromming ven de vlaklce,
in % loodrechte doorsneden. Draait R, om de normael, dan neemt K slle
mogé ijke waarden aan en wordt extreem voor hoofdkromterichtingen. Da
hoafdkrom‘heriohtingen kunnen onbepaald worden. 21ij worden volledig on-
bepaald voor ‘ev vl g%m + Zulk een punt hect een navelpunt of 3;@13.10&& -
vmat. Aldaar is iedere richting hoofdkromterichting.
| Is ‘%gﬂ indefinigt dan zijn er reele richtingen

© gie voldoen aan ﬁ ,
. l{“k
12.16) ‘gx.g a = Q
Deze richtingen heten hoofdtangentenrichiingen (12.16) bepazlt de hoofd,-—

‘bangentenkegel 3.n het beschouwde punt {in d¢ lokale R’H ‘) Voor deze-
I‘ich‘tlngen 5w e s QeWazs W is Of nal, Of ligt in de V

nei ¢



Krommen ven V, die overal in een hoofdtangentenrichting liggen heten
aoofdtangentenliijnen. Een hoofdtangentenlijn heeft in elk punt als krom-
w: der V, beschoowd, df kromming nnl, of een osculerende 2-richting

die in V  _ ligt, Heeft %anﬁﬁt de rang w-1 dan degenereert de hoofd-
tangentenkegel, is de rang Y <w-idan bestaat er in de lokale Yﬁﬂ*

een R ... wasrvan alle richtingen hoofdtangentenrichtingen zijn

mst de vergelijking

Loy

£ ‘Eaa
Vuorbeeld:

kS
X

\
ov.._",L

k - N
" staat loodrceolis
}' Fal
C, { Sin gy ¢
vectorproduet)

n'e ot

- B reoropee corghpreogrensal ]

-

'3 ‘:u t'.’;}
o e
! \j‘l, 'f‘f.l

of het negatieve hiervarn.
in de figuvr naar huiten.

feg =

uA

.2?422) c_&

~

K
s dus (daar n

2.23)

Omwentelingsoppervlakken in een gewone

> wvactoren

C.

R,

Kromme in het l2-vlal

12.18) fo

Omwentelingsoppervlick

){l )I'\

‘f(yz)CO.JY
{(V}}q\n '?

1 5,
h = K chr b oxoy
| : ’

Qo ‘\/2 LOVOETE,

%, W
= ¥

2
i

X

19)

woarnlj
P

wea als

ramn-ters G

+

. { cosy,

-~

b2

.

3
. B, .

= fang’
=1 Co

r:w.;-

4-'r‘ﬂ“~'
.,‘H‘-‘ 3

#

¢

flcos\71} |

cn esel dns de kentallen {(vorm het

. *
Sin 1y o1
{

- ”
&

. 1

+ cosy’ Sin

\‘/;":"’F.a \;' + fn.
Bij onne keuze van teken staat de normaal uls
Voor '%c& hebben we (zie (12.6€))

»
Gty = ~B * n‘,\at;:B‘l.

3
n.

>

a——

,b

3
+ n.AD,\B,\

£
Vg

P
+ 4 osinp” o

Vg
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‘e'fggis dvs positief definiet als { en f" verschillend teken hebben en
indefiniet in hat andere geval (het geval van de figuur). De figuur van

')-avcgis een hypevionl in het raskvlak (hier identiek met de lokale R,)
:.‘vu‘;r

‘o A
"1024—} ‘ t:}g_k; "j (;p %uh
iz
| ) v \ ' 2
12025) L r\'\ - U f ; %«';3 =0 ; 31.'1: = f

%
 llpgen de hoofdkromterichtingen in de parameiterlijnen van 'rf en 7, dnt
zijn hier de mericienen en parallelcirkels. De hoofdkrommingcn zijn

it

xS

. YTt (dit is inderdaad dc¢ formele voer
12:26) an A de kromming van de kromme J:‘:fi:u)
‘Wﬂ T S i
3 g x7 i"’u" } ot
# ¥ degenereert als Leb b 2} = %,,.\ &“ =0 s Uit kan hier

ellzen als f =0 5 GeWeZo bij ecn kegels De hoofdtingentenlijrin zijn

dzu de beschrijvenden, Zij zijn hler ' toevallig ook geodetluol. iv T“l'; .

In het algemeen zijn ! i'%"l‘ en \Il Iy Ja halve asscn van 1o =11lips
AR bk

nf yperbool on 4z honofdtangentenlijnen liggen in de richting van de
apymphoten.
Snijat men cen \/ in rrB met ecn vlak door x dan kan mw:z vrasaen hoe
> kromming van de doorsrade verandert als. het vliak om x draait. Het
aq&woord is vervat in de stellingen van Meusier sen “ulew

/' vlak van Buachouw cen vector ( in X' )
/ doorsnede Breng de doorsnedes mct esn vlak it
3 in tekening. Laat nu ecn snijvlak
om U draaien. w' ligt in dit visk

- ; ~~~iL\ Loop {“en W ig zijn precjLetie op
Q N (TR
7 / net reakvlak. De projectis 't op de
/ normaal is voor alle kruamen met
LM B * o »
i* ) vlak ventekening raalkvector L dezelfde. W wordt dus
gro*ff—“-r als lf sangroeit en oo voor
T = P =T0 . "k is invariant en k-« 2 K,
\.‘\ QR
W‘k’ Voor de kromtestraal ﬁ = K geldt dwm.
¢ /R /,) R =|fcesy . Dit is de
J{ gl stelling van Meusrer die de kromming

geeft als kromming van de loodrechte
doorsnede met dezelfde raaklijn en
de hoek gegeven zijin. '

Beschouw m1 nog alleen loodrechte doorsneden en laat het snijvlak
i}

kK K * R
_plen om n . Voor deze is W = u en (zie (12.15))




1 .
12,27) k=i il g

Neem in het raalvlall twee eenheidsvectoren L“; W= R N (niet te verwarrcu

& N
met de meatvectoren % van de parsmeterlijnen, die geen eenheidsvec-~
toren behoeven te 2ijn) en stel

. L% .o . .
12.,78) Loz ocesp b o+ siny i
A "
day is
- it 0 % .
?-’129) L J“.' AN Losw + LQ\;,Q_L cOos U‘) Sing + -9\.;_‘:‘.& Sh{lq
(de 2'-.,\“% zijn Lousallien H.0. van dit lokale stel eenheidsvecioren, nict

. o L 4L ) .
te verwarren mes e %"u‘é ). Eiest men L oen '«'fc. in de hoofdkromterichiing-
cn, dan komt er

0 i

12030) ”K - (:\ Qosl(,P + ti anl\?

QCmdat-immers then 4 4, v de hooidkrommingen zijn., vit is de¢ stelling
KY‘mn Kvler.

Mer kan dit vecalgemenen voor V, in V, . Logt men pu in dz lowmic
W een orthogoneal stelsel f:‘, =8, ey ir ¢o hoofa-
orogterichtingen, dan wordt "« veor een ‘richting V' met 4z richiingeco -

¥iriEssn cos tr t.0.ve dit lokale gtelsel.

EREED woe it h = K cog" )
- e S %—‘ o :i o
- ’ . ‘/ .
soviet men de orthepgonale cordinaten in de N A dan ig hev geome-

Mt
Grized hueld van f.,  het hyperopperviek

. . t. ”3; e PN N
l?~32:‘ vy’)t?d X A‘ = {"x_'/\‘ x X‘ Foereen ‘;“

v K
tneAl {wnn)

# e
(Y\-“\)‘x_\"\—’\)’ /‘\ P N .,,- 3
M U "
bet de halve assen 1: VW" m,m.‘ ) %’m% < *; _ .
* Het snijpnmnt van een lijn in de rich-
3 ting vau " nobbe de coordinsten
. 1 cosy Dit punt moet ann {(10432) vol~
—_—\\_ b doen en dearnit volgt
\g - \‘ e y s “ g’f
e | 12.33) b= "
pe L , . o :
T e A Het geometrische besld geeft dus di-

reot de waarde vanl'kl voor iedere
rlchting. Het beeld staat bak:em alﬁ
w:mﬁma;; “ix,. Vc»ur bijzaxﬂem gevallen hebben we

P9 ?"e 2 dafiniam, Alle hoofdkrommir ,m hemalf&a takam g%n mala‘
hoofdtangentenrinmingam |
SAE W ¥ indicatrix is
3% by 1ndefinie'b. Br zijn
en reele hoofdtangentanridhtimgaﬁ.




4° 2%% rang < n-i1 Indicatrix gedegenereerd, voor n=3 bijv.

»

-

0 X«,C% = % ; gesodetisch punt der V,.,

4
ve wTector u, 1igt alsijd in de normaal. Voor n=3 hebben we de volgends
mooelijikhedens

LT SN, \—-"l,
Tudionbrix b O >\ C N7 —
T + N AN ;
soxalijke lige ; ! ! i T
s .. h f
cing van eind- | A ;% (
vk i :
punt o gehrok- 3 & :
k3p aecl dov : ! 3 Py '
S 5 3 . e j
normani 3 , : . ~

Tigh LK in een hoofdrichting, dan is
~(‘ ] " . wooo gt
Nz, 34) bop =iy 2kif gy

wanrnit volgt dav do hoo‘r‘okrommdngen da wortels zijn van de veugelijking

sy g I '
12,35) | ;_}Qiﬁ { T g - k %d&) = Q
Sehvriiven we dih wit V'}dl‘ n= 3
.'9 y K fv i "k.‘" i' 4 N
Ty Pyl -2 AN TR BRI SO G SR
-n,‘ ii"".‘ & ]
P ? = R V[f\[n.’gua,}lj
4,'-"’ . ? Y . ; '
R SR I L ’f? = "g‘{qh%m‘n}
& W (] '

it

?’W« ‘j; 1310
searin drie dichihadsen van het gewicht +1 in V,‘ , Optreden, Noemt.men du

&w’:c wortels /"N en /R dan zijn R en R d> hoofdkromvegtraten cn uit

¥12.36) blijks dat
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Voor een omwentel 1ngsoppervlak in R hebhen we ‘oliﬁkdns (12.23) en |
112.25)
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Stellen we eens de vraag wanneer 'ﬂ t dn% geeft dit de diffe~-
rentiaalvergelijking

12.43) P = - O gD
wearaan bijvoorbeeld voldaan wordt door t."x'.;.fl L WAL
§ 13. De vergelijkingen van Gauss en Codezzi voor VM in V,

Is geen veld in V,_ dan is

- } 1 ) . | v e ot
) T Ve ug = R e

er et

waarin '_V% het symbool der cavariante diffgrentiatie in V,  is en’&
de krombtegroctheid der V, o Nu kan iedere covariante afgeleida van ».m
srootheid van vV in de V, | worden uwitgedsukt in de covariante.afgelel -
te in V, en een aantal B’s (vergs (11.24) en wanneer men dat nu in
(i2e44) tweemaal dcet Kdan moet VBV W, vodr den dag komen, GeWsze de
kromtegrootheid J¢ ypr  1in V, . Dit leidt tot de naer Gauss genoemde
“stelling. Past men cenzelfde proces toe op V{A&c L daarblij bedenksnde
dat zich %%zcli‘ al in Vi n, en twee factor. M B laat ’Fitdrukken (zie
A;¢6;) s dan komt er weer een betrekking w: ar R, r' in zit. Dot worés
de nnar Codazzi genoomde stelling. De berekeningen zijn volstrokt niet
lastig, men moct ailzen maar telkens gebruik maken van de  identiteis

— 'x K
12:45) i%@, U#xbk = ..Bcg v “’a"’ ‘?-uc‘gm

rear door het grote aantal optredande BS woprden de¢ herleidingen watv on-
cverzichtelijk, Men kan nu de notatie wat verconvoudigen. We hebben twee
snov-'henugro theden, die van de V,_,, die lat.jnss, maar ook griekse in-
dices kunnen.dragen en die van de V, die mitsluitend met griekse indices
gzachreven kunneun worden.
B stel Uy en v® zijn grootheden der V,., met entallem w, en v" als ze
sl grootheden der V, opgevat worden em p", 4, zijn grootheden derV,
21 niet van de V « Dan definieren we een operator 33% als volgt

Decug =7 u,‘ B?é v#u“ JSRTH ;'ij 0, Uy
12.46)  Deu":’ B*;,, 7, 0" ;D v" = Bl v, v
: D PK Bi;:; ;AP
oo Bf;'ah B v, % | ’
;‘an galdae ﬁa regel van Leibnizi I8 dﬁ# bijvi P . een groot-
21d, mﬁwan het k -gebied piet in VY, , ligh, het A -gabied; wel en het
5 —-gebiaﬁ vanmelfaprakenﬂ; o0k, zodat men ook kan vormen |
P, = BL Plgy en pra, g_:.f.__e_gkanmlen?’% i

dan is : A

it
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'Dcpla Bi’i: anpk- g
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DCP.',;‘ = Ecg V}‘ P‘.‘ p
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Dc .pfﬂ = B VH PTI"'A
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12.47)

Het komt dus hier op neer dat links bij F nlleen die indices voorkomen
Jie mogen worden gebruikt en dat rschts de B’s allesn dear optreden
=nor latijnse indices staan.

Dij tweemalige +oepassing van D en alternatie vclgt ui*!; (12.46)
,U& D g =~ ?dc% ngDr_d Dc] U, = "Bd; ‘R'f"‘ u,

”"EA .Jg] by = - Bdc R vpd P« (bet, uy en p, zie pag. 71,;:; 3’_0)

“L.48)

-

+n gvenzulke formules voor de contravariant: vectorsn. Daar echter vaor
B;‘d ') de regel van Leibniz geldt volgt bijve voor de grootheid ¥ . da
(ailecn met de index K pist in V, | liggond):

5D Pl < LBY i v,
h *ﬂc,;; SO
Jh ”ﬁdcu %e
Ny Do Py = 4 B X Pl
1 40) W?a;eo Pl -

[Z.B Pv;:‘ IX;

Ny Dy Pl <4 B ’fh};f‘i’?'f,
4 ‘[ B‘l’-& -ﬂ P‘I’ T‘)‘ o -
/1‘Bc'ic ARV{A% ?:PE

beze rckenwijze steat bekend als de D) -symbolick van van der.Waerden
en Bortolotti. Men mag V en D volstrekt niet vervwarren. In formnles
met V  geldt het beginsel dat de betekenis van een term alleen afhangt
van het 3k.,,let, d.,1. de plaatsing van de v's s de kernletters en de in~
diuaﬂ ‘?erahdering van indices betekent verandering van coordinatenstel-
sel. ‘agm_niats ef aan de meetknndige betekenis. Bij gebruik van D
rat dit ‘beginsel opgegeven, de ba’kakanis van een term hangt ook van
ge keuze der indices af. 40 heeft 't;‘ijm D¢ Wy  betekenis, maar V ug,

fie zinloos. Toepasmng van D op By em ' 1evert m:
f X

oK
#Fg,g;) | D; n" = B’: U n e ke
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en nogmaals differenfierend verkrijgt men uit (12.50)
. 3 , ® "
oF

LPRPRIN s R
12,53) % Ryey Dy /le X r*K By = Vra*“c)%)“ - e fay

. feenvallende in twee stukken, met de vierde index resp. in en lood-
aoht ob \/

a-- R

o o Y
17054) A% cke R Bulea }?vmu = 'e"tc{% ‘?"d}cﬂ

Stelling van CGangs

Htslling van Codazzi

Voor cen W . heduen we

N .
12456) t Tdc%u = "?"‘E"rﬂ% % To] | ‘(‘}f‘ﬁ?"‘b’)
'*?657) - 1
V[d y\c‘l % =0 1‘ Q.Q_diz.gi

Yoor n=3 volgt uit (12.56) veor R, (verg. (12.36) en (9.:0))

- ~ iyt \
E.058) %mu ‘Q‘"c]u] - & e 9elal
en dus ingevolge (12.36,37),

t'f-- 59) ’% = :

R
N

- i

~

Het product der heofdkrommingen blijkt dus walijk te.zljn asn de
scai.az.re kromming van de V (theorema egresivm van Gauss). mng;eaa.w
deze laatste alleen van de ggu en de afgelaiden van deze naar de t(
tot de tweede orde.afhangt, is & een irvarisnt bl verbulgingen rox-
der schewren. Verbnigingen zijn mogelijk omdet voor n =3 . 8 mdew
V"}lle&ig is vastga..ea*d donz “}\w%u « Voor ny3 ie dit ir het alge-

‘ vm f}@davzm komt aan de orde bij eigensehappen dis “Sn
D taan met serste amgsleaidan vau -+ § « Als voorbgeld nsmen we
eem V, in 'R& arhly »ﬁ, § in feder punt de rong 1 hoe "ty Dlijkens
(12.56) is dan Wgﬁ% sy AWyl dz» muatlmuie in de V is de~
zelfde als die ih eel pm’a vlek, 21§ rm % een veld van eemm*daveema

ren waarvoor A g o « Dan sijn de stroomlijmen van L* hoofdten-
‘gantenli;lnen. Zij j“’een veld van eenheidsvectoren 100(13:&021’! op i“ Q‘&n ;




ligt de kromteveetor 'w wvan. (* en dns ook u'
3“ . Ingevolge Codazzi is ny

. in de richting van

L '?”0.} g ={ t%{ i) ’s"c.]%

a0 dus

4 - d, } ac c'

T L 8%1) { i\ Vd L )-Quc,% - WU fgud’ -0

M- ~v aangezien ock u° oz o volgt 1 =0 y deWez, de hoofdtangantua-

ildpen zijn rpch+e lijnen in T? » Het res’zvlak in een punt sisat
i~vdrecht op Yo e 1 i@ echhen

o . v\}‘)) L b
12.62) 0 ziig oz Bpem - Ui B
1
‘ e A . ‘
vaar echter ook L}wr*"’f} o= 0 vnlgt ! \-/Hﬂﬂn 0 ¢ taWeZe het

raakvlak is voor alle puaien ven scn hootdiangentenliin hetzelfdee it
V, is dus omfwikkeiboar en e beachrijvenisa zijn de hoofdtangente.-

lijnen.

Eutgis hier rosdsekoliik vaw 4s verm o }fv ';',;;‘ . Uit Codzzzi vol -
dus '
.t ] 3

“* H rh B .. S oL - PO ; .
2.63) Y sl e e = - ”éﬂ)Jcs.f@‘

.. I A i
Overachuiving met i )“ lsert

Jo.
LdoL . ol' 3
12464) S AU R Tt dog o
Q cx "

5 krombevector J ‘3 J van de stroomllinen van het veld ) hreld A

richting van L . Linke gheet dns ¢ de ecrgte kromming ven Jeus stroom-
Lifnens . is de niet sul wordemde hoofuiromming der V, o

Yoor het voorbeeld dar omwentelingsonpervlakken hebbeu we jj o alleen
‘ggo::r {-" = Q 2(z:'Le (12.40)). Dan onistaat cer legol met l

12i65)}.;> FRLS I yw o *W P ——Q-.g

“ e {
12,6608, o b ..&.:f__'.-fco
| Vg

He a*:rc-::.:«.l'}‘,jtm: van ;K 2ijn cirpltele
@t glraal ; » +3 eerete krowming

o1z kronmsn der v, ie dus Ge yrojac.
g vor / cp het opperviak, dot &
$in p/’, Verder is langs eon pars=-

‘&3 casﬁcasﬁ 4 &m@w&
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We gaan nog na wanneer een omwentelingsoppervlak constante kromming
heeft. Blijkens (12.41) geeft dit in de gewone notatie met x en y

dy \i, 4
12.69) o sl GG
£ dy
dx*
dl
411, 70) ky 48 o A B -
FE ER (93
d % (‘ +(%%-}z} dx (33}
""" ciruit de eerste irnfegwaz '
AN I koot - ' T £
J 4 (dy. '
* (ci%)

ot ¥ \ t' ¢ 1 - fﬂ, 4
de Pl - Ry

Dit is een elliptische integraai. Voor . -o en & >u  sumd oo

2.73) dx 3\/@;
TGy

aet e oplossing

X X
reT4)Y ( X o C2) + 3 =
-4
vonrgtellende ciriiels met straal 4 en nowsrrons In de X - as:
’ o~ 2 e
Voor L, = i % - _d 3&)@ ‘ EAEDANIRE o
: /-
‘ o - .
1(,;)75) X - \t"_..t......__..
dg &'a

met de oplossing

12.76) = \ : ’31 “&z% a r

PG AP

Behalve %%a en igx voert men blg, eer V o ‘R -nog een derde t:un -

sor ine. i ia ean funr- tie van 'r? « lMen m*"nwwf .Qu net opnenvliai
, K

2 é n L”rt ) ]
en bol met B*mal ‘% en mder punt van de \1 wordt afge’bael:} o
het punt met deaelfde k} van die ‘bol, Dit heet de gpherische afbeelding
vun de Vz « Voor de fvndamr-"ntaalﬁanscr op de bol vinden e volgex sl
(.,‘3?921)8 ’ e

, S Qg
12.78) acg H QN w, =k -fyaa

i

Mﬂc—zmnoemt o g de derds @mdameneaaltensgg ‘¢er YV, » Blijkens (12.78)
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s Legt men dus
ecn lokaal rechthoekig eoordlnatsns‘relsel met eenheidsvectoren L L

in de hoofdkromterichtingen, dan is te0eve dat coordlnatenstelsel

zijn de hoofdkromterichtingen ook hoofdassen van a_g

Jaws 17 G =1 i = ©

2.79) iz sy banzo .
. %, -
. Gz R0 A=l ey =0
- er moet dus een betrekking bestaan van de vorm
i
111580 : + g - —
- 30) %%u P%”éa. P Ay, =0
it (12,79 volgh
2
|+ ko K™ =~ 0
12.94) PY 9%
P+ pb¥ 4 g K =0
P+ 4K
it de oplossing {voor ‘159 £0 }
: ;
12.62) p= - ki oo o= g

4 ?

zodat ten slotte volgt voor het verband 1ussen de drie tensrron

i
12.83) ’g 34&(1_2."‘%%“ +ag, = 0
In een \/ s-solt ! u SRR U'k"1 het parallelotoop voor van da Voo -
Glien U’

e e Ky ‘
v— in een .Looale ‘R ¢+ Laat nu :f Cen by, G
’u"‘i.r“i-—- en covarlante eenheids - n - vector voorstellen, dus

MAe oy
ij =
€ L,\‘ .., =1 in lokale orthogonale codrdinaten. Dan is
%
DL 24N M - 4 {nic gl
[rEaT4) ?,} !k‘....a,,, S WO W {zie (3.29);

onlat deze vergelijking in orthogonale cocrdinaten geldt e cus ¢ o

'\
lgeimeens 2ij nuv de inhopd van het boven 1\1;3evovrde rarallolotoop +.
dﬁn is

12.85) A oT &

s
o

en derhalve

12.86) 0 = ‘...v' K - n! %'4 v(.’...vn}

n

~

Noem pu in V, het parallelotoop van de lijnelementen elg

L dE

in de codrdinatenkrommer, dan is %)“ dé ?}’ x 0, ceee q;v = oi : ANZ
€¢n de inhovd is dwvs '

%12 .87) o1 % dgw-wtg

- L%

| Passen we dit nu tc. in de V, in P « Dan is duj d:;% w'/- M d\q

he oppervlak van het «lement der V, en 45 % gy het -
oppervliak van het spheriscie beeld (¢t - At ia '}a ﬂu is echter‘ |
12.88) ‘ | ‘ ‘

) od
a‘n’@ :m'cc; % %d%



=2 dus 2

*2,89) w-7Z - %’g'

sndath

1 -30) d® =4 dw
is a(m ‘ fo dan is de sferische afbeelding conform, d.w.z.

~ken blijven invariant., Uit (12.83) volgt dat de afbeelding conform

13 voor een punt der V, indien aldaar '?u{m.. 380 is (navelpuvnt) of
iidien H=zo is, Is H overal = 0, d.we2. 2ijn de hoofdkrommingen cver-

al tegengesteld gelijk, dan is de afbeelding overal conform (minimaal-
cppervliakken, behandeling volgt later).

§ 13+ De_stelling van Gauss-Bonnet in een gewone V, .

In een \/1 met coordinaten 'r{u; 4 =, wendefiniste fundament..o1tenscr o
Toschouwen we een kromme S die zich continn tot een punt laat samen-
wrekken en een kromme §' binnen § . Verder beschouwen we sen punt T
Linnen S en een stelsel krommen door P die het vlak binnen § geheel
len en $ en S' loodrecht snijden en in die snijpunten een kromming im’
hebben., Van alle functies verlangen we dat zij continu zijn o 0V ok

sen voldoend aantal contimme afgeleiden hsbben. Behalve 3 or § fukern..

we alle krommen bipaen § Jic oven L
loodrscht zijn op de krommen dunr
De eenheldsraakvector (zin r.cutsea’
z2i]j e en de genheidgrankvsetor van
de krommen door P (zin near bimaen:
J% Fen f" zijn dan veloon die

overal.cp cn binnen § bshalve in P

EATRIL

L continn en een voldozud nantal malen
di fferu whicserbs *r Tihige alswenicon
(V,giq)i«qsoj(v%‘}u} lQ =0en (VE, L )\!d’ = - \7€J ) l“ Soeshnsn ot
' vergelijkingen van de vornm
139 o) Velg = K tejg * AJcJQ
8) ) chz :‘"?‘jci""ki’c{'%

e wij werschuiving met TresSPe ziet men dat K de eerste krommio:,
van de L —-congruentie is en |2 de eerste kromming van de j« congrueutli
i 3 [,fis dus krachtens onderstelling A =0 « We gean nu de lijrin-

[kégdv ;[)\igdv

“i.s cen gesloten kromme 7T, beschouwen. We gebruiken de stelliwng van
tekes in een iets ander. vorm dsn in § 7. In cen X is do lijnintegraoni

ar egn covariante vectur Laongs ecn goalolen lrorme gulljk ann de ep;mmwfg
anaervliak det door de kmmm' ]

lakte integraal van de rotabic over Loder




wordt begrensd

13.3) l oy df {w a8
Hi erm is df A de“bivector van het ‘oppervlak element met een zin ge-

1ijk aan de integratiezin langs de kromme., In sen.A mag Ui Wyy worden
geschreven in plaats van Dm wyy en in onze V, Inidt de gtelling dus

13.4) [ %ewy J e J“’s‘*’l
cb Ts ch
waarin j de cenheidsbivector is (Fotabene* Vd 3 = ca ) e?c daff‘ het
gewonn gemeten oppervliak van het elemente Nw is hier J* =4 5L J
Voeren we Gos Kibg en A;H in voor wgdem is
aj (VL ki) = ki 49 V"KJ
13.5} = v, b . by
.11:{; b S
H 3 ! Y )
£) (%‘:h,‘!%}}w) svc)‘}%:‘ = VA .
e 0
b . = - Vdi’ L ‘ “’:“}2.
Nn is ingevolge (13.1) |
‘ ‘ Y S ] L d
| 13'6} Vd L =N i Vd'} - S
- zod b .d .‘g «C . 2 -d ..E., . s s
Q) ‘-VJ,} J kvcbg xK-J) gt Vote

2 4.8 & . C .
= )R L) e

L =

dob o
ST e v be

1317) = Kl Xl *JKJJ¥ € v “ 'JB
I M P LN
* » .d 8- (‘ B
b T j Vet Y4
i D ii’ ViV
N u is ech%er y ’
13.8; | L vdngﬁwj 7V by
omdat L‘j_&:O en (V4i )V Jg=0° , zodat (verg. (9.10))
4 . ch d § ¢ :
. 13.9) (Ve iy + Ve Ajai)d = maﬁ’aja%c Vg Yoy Lé
~‘~§) 37 1500 §ue - Fda Fe®

H'_&-"’ }d}}g: - J'ﬁ Ly o ﬂ
. a b
orlopig hebben we var (e conarusertice L oen J rlloe gebyrikt dat ze

rling orthogonaal zilio. Mo gean we Do rRussoliaveg b ‘) mgadimji; ey
gzen en wel ecrst roud § . AN laugs eon 3 e e ‘:z . dacy rond




e .

in tege::gestélde zin en tsrug
naar § langs dezelfde j ~kromme.
Langs dej ~kromme heffen de inte-
gralen elkaar op en op $§ ean s’ is
A =o. Dus volgt

2219 [xds - [xds -fxi,gctv;g'- kygdq -fff%cic‘

wn“*;m'“@ nu hes pebieé is dat door 5§ en ' word% begrensd, K is op S
en ¢p 5 de hockverdraaiing naar rechts ven de raaklijn t.0. van ceen
psevdoparallel mechewegend stelsel per lengbecenheid, ILaat men dus §'

samentrekken tot het pupt F dan is

b13,..12) ) Lim [rds =am
en daarvit volgt Ts
, ! :
13.13) [ wds =em -/ % do.
- S T .
waarin & nu het door s omsloten gebied is. Dit is de stelling van
Genrss~Bonnet., Neemt men voor § drie clkaar snij-

dende geodetische lijnen, dan gaat
deze manier van werken niet langer
op omdat in cen hoekpunt de raak-
lijn discontinm verspringt. Vervangt
men echter het hoekpunt door cen
boogje van cen'geodetische" cirkel,
d.i. een kromme waarven de praten
gelijke afstanden hebhen tot cen
. vagt punt, dan wordt b“j de limiet
de portie van juﬁds in dat hoekpunt Jjuist gelijk aan o hosw 7-o waar-
over de raaklijn gedraaid is (buitenhoek van d¢ Jriehock' . Lﬁngs dic .
zijden is K = o zodat de zijden geen bijdrage loversn. Bijgevoig is m
3T~ f -y =27 4&“‘ of

13.14) + B+ 5~ﬁ+£«§d¢

- p \/

% In een’v van constante kromming & is dus de som van de hoeken van
| e@n geo&etlsohe driehoek > t80 voor ko en <;3cs voor % <0 « Voor een
bol 1n‘R is (13:14) de bekemde formmle voor het spherisch exces.
. Is evr V, gesloten en kan men door één vlioeiende krommc de V“verde»w
‘len in twee stukken die zich elk tot een punt 1aten goamentrekk en,,dan ff
‘kan men de stelling ov teide helften toepassen. De mnteg“wal ovar d&

begru“zing komt dan tweenmnal vooy met tegouse sfgﬁd tuhﬁn en *alt Weg

godat bij dabegratie ovzr Jo pehelae V? : T




13.15)

Op een ring kan men door één kromme
met 4 rechte hocken maken dat V,
zich tot één punt laat s mentrekken.
In die rechte heeken dranit de rasnk-
lijn viermaal over -r":il , de bij-
drage ven dic hockpunten in de inte-
graal is dus 27, Bijgevolg is, daar
de rest van de lijnintegrael zich-
zelf opheft,

470 AT
L "*l

= AT _ 277 - 0

Op dezclfde manier Lowiict men dat ecn bol met P “l~3ngsala" aGn opper-—
vialte infegraal 4w () - ) necfha P acst nane Ricmann het ge-
slacht van de gesloten V,

§ 14, Het integrabiliteitstheoremn voor \/ in de gowomo R,

Z:Lan van een \/ zowel 3 als "&g& gegeven nls analytische functies
der 7{ in een Y 'r;o dan laat zich de V, in die omgeving realiseren
op cecn oppervliaktediel van een gewone Rs en dit decl is vaetoelegd op
translatics en rotaties na. De grondvergelijlkingen zijn

K K
14—01} ‘:GCBP, - ’R]c% N, (12*50)
14.2) ,UC nk :-'ehc.&B: (12451)
. .

14&3) % ded @ = - & a’fcl{@ %C}d} (12. 56) Ganse

D ' ¥
14.4) ’U[d ch]g =0 (12:57) Codesii

- M )
Wc beschouwen (g en v v((m gewoon cartesisoh coordint:  ~i3leel in

R) als de 6 onbekende functies der q » Dan nooten dos. volau.n can
g de dlfferentlaalvergellgkingen (14. 42), ul i:gce carevel

’14.5} bca_gg rga é-# cg‘ﬂ

| =

| 14.6) | g.n = '-£ 9 g

De integrablllteltscondlties zi;v,nhde vergelljkingen die vastleggen

e hOgera afgeleiden van .{ en q z'mh :’ioor differentistie van
als functies van de 17 ’ §- a&’g en nt La-ten ul drvkk,.ﬂ

A “e c1? e dle ‘ﬂ.ﬁ.:) ‘
= 3y d }ah = {eay T T P Oy ok

# ‘
1 - - f b{‘g “Q..wﬁﬁ)n-w + g? fe L}d} Wox




~81~-
AR 5
- g by “5
14.8) 0 = a[d E)c] n' = -(a@‘?h-i) “\,.és ,
BT hau RE gy

(Do, 8.0 A r
= -ty c] }‘"5.553 - e dla

-

en z1j man 1den1:1ek: verv-ula ingevolge {(14.3,4). Geeft._mewx de waarden

van (5 5 n en Bp& voer q gq , zodanig 4zt in cat puns
N K
a) ‘?r w vno=
o 1 voor A=K
R b) @\k (3’ (:(S Ezqék = ;

O veor Az ic

y

6) Fa R Qgé =0

G.WN. §eef‘b men ia -~ 3 4én punt, de normesi in dat puns en bijve.

B DB, : B, , ua’c is dus de richting ven de raalvector aaan de para-
me‘terli;;nen van v} y dan leggen de vergelijkingen (14.9 h,c) alle waar-

den Eg vast. Brengt men in (14.9) aslles naar links dan z‘ign de afgelei-
den der linkerleden naar %M mml ingevolge (“4 5,6}, 42 voorwaarden
{14.%) zijn dus niet alleen in !7: vervuld peer in een A5 . "’]:k} - e \/
in R i8 nu vastgelegd op de keuze van het pnat, het raakviak en de
,tand van de raaklijn in dat punt aan de parameter liinen van Y{. na,

dsWalZs op translaties en rotaties na. Met name sijn geen verbnigingen

toegelaten want daarbij verandert fﬁc,g .

L
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